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परमाणु ऊर्जा का भारत के विकास में योगदान" 


डा० जगदोश शंकर 
भाभा एटॉमिक रिसर्च सेन्टर, ट्राम्बे, बम्बई 


मित्रो ! 


8940 ई० की न्यूक्लीय विखंडन की खोज ने मानव जाति के हाथ में ऊर्जा का एक ऐसा असाधारण 
स्रोत प्रदन किया है जो उस काल तक समस्त शक्ति स्रोतों से कहीं अ्रधिक शक्तिशाली था । यद्यापे संसार 
को इस तथ्य की जानकारी बड़े ही नाटकीय ढंग से सत्‌ 945 के हिरोशिमा के दुर्भाग्यपूर्ण बम-विस्फोट 
से मिली, तथापि इस ऊर्जा को ।नयंत्रित रूप में न्‍न्यूक्लीय भट्ठियों (०५०८०४४ ४८००८६०:७) में प्राकृतिक 
यूरेनियम, संव॒ द्ध यूरेनियम-23 5, यू रेनियम-23 3, तथा प्लूटोनियम के विखंडन से प्राप्त किया जा सकता है। 


चाहे जिस प्रकार की न्यूक्लीय भट्टी हो, सबके द्वारा विखंडन से प्राप्त ऊष्मा को भाष बनाने के 
काम में लाया जा सकता है, जिसको इच्छानुसार टरबाइन द्वारा विद्युत बनाने तथा पानी का जहाज चलाने 
के काम में ला सकते हैं। इन न्यूक्लीय भट्टियों से उपजात के रूप में काफी बड़ी मात्रा में रेडियोऐक्टिव 
समस्थानिकों ( 72०0709८0५४०८ 45800०7०8 ) की प्राप्ति होती है जिनका उपयोग चिकित्सा, क्रंषि, 
उद्योग तथा आधारभूत अनुसंधान में किया जाता है। में आज की इस वार्ता में परमाणु ऊर्जा के इन्हीं दो 
पहलुओं की चर्चा करूँगा जिनका मेरे विचार में भारत के भविष्य के विकास में अत्यन्त महत्वपूर्ण योगदान 
होगा । 


भारत में कृषि तथा उद्योग के विकास के लिये कई कदम उठाये गये हैं परन्तु यंदि हम प्रति व्यक्ति 
द्वारा उपभुकत विद्युत ऊर्जा को मापदंड मान कर विदेशों से तुलना करें तो हमें ज्ञात होगा कि हम अ्रमरीका 
से ही नहीं अपितु योरप के भी सभी देशों से पिछड़े हुए हैं। इसका अंशतः एक कारण यह भी है कि 
उत्पादन-बुद्धि से प्राप्त लाभ जनसंख्या की तीजब्र वृद्धि के कारण निष्फल सिद्ध हुए हैं। अ्रतः मैं करषि तथा 
औद्योगिक विकास में सस्ती न्यूक्लीय ऊर्जा को जिस प्रकार काम में लाया जा सकता है उसकी चर्चा 
करूँगा । 


हमें ज्ञात है कि सबसे सस्ता ऊर्जा का स्रोत जल विद्युत है। परन्तु लगभग सभी संभव तथा सुलभ 
ल्रोतों से विद्युत बनाई जा चुकी है। यांदि हम ऊर्जा की उत्पात्ति के लिये जीवाश्म ईंधन (?08»)! #५८$) 


*+3 जनवरी, 970, को खड़गपुर में आयोजित 57वें साइंस कांग्रेस के अवसर पर विज्ञान परिषद्‌ 
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का प्रयोग करें तो कुछ हो वर्षों में हमारा कोयले का भंडार समाप्तप्राथ हो जावेगा । इसके अ्रतिरिक्त 
कोयले की आवश्यकता घातुकर्म तथा अन्य बहुतेरे उद्योगों में भी होती है। यदि कोयला अधिक मात्रा में 
उपलब्ध हो तो भी खदानों से विद्युतघरों तक इसका परिवहन आज की परिस्थितियों में संभव नहीं है। 
भावेष्य में अधिक धन व्यय करके, नई रेल पटरियाँ एवं रेल डिव्बे इत्यादि बनाने पर भी यह परिवहन 
शायद ही संभव हो सके । 


हम यह जानते हैं कि यदि न्यूक्लीय विद्युतघरों को खदान से लगभग 800 किलोमीटर या अधिक 
दूरी पर बनायें तो इससे प्राप्त विद्युत की लागत वहाँ पर कोयले से प्राप्त विद्युत की लागत के सम-स्तर 
होगी । ज्यों-ज्यों इस नई तकतीक का विक्रास हो रहा है त्वों-त्यों स्यूकनोय विद्युत और भो सस्ती होती 
जा रही है। श्राशा है कि बड़े-बड़े न्यूक्लीय विद्युतवर बत जाने पर यह विद्युत जलविद्युतघ रों से प्राप्त 
विद्युत के बराबर सस्ती हो सकेगी । श्रभी तक इतने बड़े ( 0 लाख किलोवाट ) विद्युतघर न बनाये 
जाने का एक कारण यह भी है कि देश में इस उच्च क्षमता के ग्रिड (8770 ) नहीं हैं । भारत में सबसे 
बड़ी ग्रिड की क्षमता25 लाख किलोवाट है (सारणी ) । स्पष्ट है कि इस ग्रिड में एक 0 लाख किलोवाट 
की अ्तिरिक्तइकाई का लगाना कठिन होगा। ऐसी परिस्थिति में सस्ती न्‍्यूकलीय-विद्युत दूर-सेचारण में महगी 
हो जाती है। न्यूक्लीय विद्युतघर की स्थापना तभी एक आकर्षक प्रस्ताव बन सकती है जब उससे उत्पन्न 
अधिकांश विद्यत का उपयोग आसपास के क्षेत्रों में स्थापित उद्योगों में हो सके । 


सारणी १ 


बड़े ग्रिडों के आकार 


क्रम संख्या. ग्रिड का नाम द क्षमता, “४७४०७ 

दक्षिणी बिहार, निचला बंगाल 242] 
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3. केरल शक्ति प्रणाली 547 

4. मद्रास शक्ति प्रणाली . १540 

3. महाराष्ट्र शक्ति प्रणाली 307 

6. मंसर शक्ति प्रणाली 0 702 
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9 


उत्तर प्रदेश' शक्ति प्रणाली ]405 


भारत की कृषि मूलतः मानसून पर निर्भर है। वर्षा के शीघ्र या देर से आने से फसल की हानि 
होती है । कभी-कभी तो वर्षा की कमी के कारण अभ्रकाल पड़ जाता है। दूसरी ओर अधिक वर्षा बाढ़ का 
कारण बनती है । भारत 'के कई क्षेत्र ऐसे हैं जहाँ की भूमि उंपजाऊ तो है किन्तु वर्षा की कमी के कारण 


परमाण ऊर्जा का भारत के विकास में योगदान 


या तो बिल्कुल उपज नहीं होती या वर्षा में केवल एक ही फसल हो पाती है। ऐसे क्षेत्रों के उदाहरण 
यश्चिमी उत्तर प्रदेश तथा पूर्वी राजस्थान हैं । कुछ ऐसे भी प्रदेश हैं जहाँ पर कम वर्षा तथा पानी की कमी 
के कारण पेंदावार नहीं के बराबर होती है। ऐसे प्रदेशों में गुजरात का उत्तरी भाग, तामिलनाड, आँष्न 
श्रदेश तथा बिहार के कुछ भाग सम्मिलित किये जा सकते हैं । अतः भारत के अधिकतर क्षेत्रों में निश्चित 
: वर्षा तथा थुराने ढंग से खेती करने के कारण भारत का कृषि-उत्पादन अन्य देशों की तुलना में बहुत कम 
है । 32:6 करोड़ हेक्टर भूमि में से लगभग एक तिहाई बंजर पड़ी है । दूसरे तिहाई भाग में खेती होती है 
परन्तु इसमें से 2.6 करोड़ हेक्टर में ही सिंचाई के साधन उपलब्ध हैं (सारणी 2) । इससे यह विदित 
होता है कि यदि उपयुक्त सिंचाई का प्रबन्ध किया जा सके तो अधिक उत्पादन संभव है। परमाणु ऊर्जा 
इस विषय में एक भव्य योगदान कर सकती है। 


सारणो 2 


प्रति हेक्टर उपज (किग्रा०) 4965-66 
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खारे पानी से मीठे पानी बनाने की एक आकर्षक विधि आसवन है। इस विधि में कम तापं की भाप 
का उपयोग किया जाता है। ऐसी भाप आधुनिक तापविद्युत ( ४४८०7४7० ०८५६८८४० ) घरों के टरबाइनों 
से प्रचुर मात्रा में निकलती है। इन विद्युतघरों में उच्च ताप की भाप टरबाइन (६प्णों/ं2०) को चला 
कर विद्युत पेदा करने के काम में आती है । जैसे-जैसे भाप टरबाइन में से होकर गुजरती है उसका ताप 
गिरता जाता है और यह क्रम तब तक चालू रखा जाता है जब तक कि भाष का ताप इतना कम न हो 
जाए कि उसको खारे पानी के आसवतन में प्रयोग में लाया जा सके । इस प्रकार इन सब प्रक्रियाओं के एक 
ही संयंत्र (7/970) में साथ-साथ चलने के कारण मीठे पानी का उत्पादन काफी सस्ता पड़ता है। यह 
अनुमान लगाया गया है कि समुद्र के जल से, कारखानों में काम में लाये जाने वाले तथा कृषि के लिये 
. उपयोगी जल का उत्पादन 2*< से 3 रुपये प्रति एक हजार गैलन की दर से किया जा सकता है। मीठे 
पानी के उत्पादन की यह दर अभी कच्छ में बनाये गये मीठे पानी की दरों ( 4 से 5 रुपये प्रति एक हजार 
गेलन ) से सस्ती है। इस बात से यह सिद्ध होता है कि यदि सौराष्ट्र प्रदेश में एक ऐसा ही संयंत्र लगा दिया 
'जाय तो इस प्रदेश में मीठा पानी सस्ते दामों पर बनाया जा सकता है तथा सौराष्ट्र की विशाल तथा बंजर 
. भूमि को फसल से लहलहाया जा सकता है । 
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पश्चिमी उत्तर प्रदेश तथा पूर्वी राजस्थान की स्थिति भिन्न है | यहाँ की भूमि उपजाऊ तो है परन्तु 
वर्षा पर निभर है। अनिश्चित वर्षा तथा वर्ष में अधिकतर सूखा पड़ने के कारण उत्पादन बहुत कम है । 
हाल ही में यह पता चला है कि इस क्षेत्र के भूगर्भ में एक विशाल भील है जो सम्भवतः विश्व में सबसे 
अधिक पानी देने की क्षमता रखती है। ऐसा अनू मान है कि पृथ्वी के धरातल से लगभग सौ-दो सौ फोट 
की गहराई से काफो मात्रा में कृषि के लिये जल की उपलब्धि हो सकती है। इसके लिये पम्प की आवश्य- 
कता होगी और पम्प को चलाने के लिये विद्युत की । 


हम देखेंगे कि इस तरह यदि इन क्षेत्रों में सस्ती विद्युत उपलब्ध हो तो पश्चिमी उत्तर प्रदेश तथा 
उत्तर पश्चिम सौराष्ट्र के अधिकतर क्षेत्रों में न केवल फसल पैदा की जा सकती है अपितु जल-पूर्त्ति 
के कारण क्ृषि-उत्पादन अधिक मात्रा में किया जा सकता है। अधिक उत्पादन तथा फसल के आवतंन के 
लिये अ्रधिक मात्रा में उर्वं रक की आवश्यकता होती है । 495व तक भारत ने बहुत थोड़ी मात्रा में रासाय* 
निक उव॑रकों का उत्पादन किया । इसके बाद बहुत से नये संयंत्र लगाये गये हैं। इस समथ इन समस्त 
संयंत्रों की क्षमता लगभग 9 लाख टन नाइट्रोजज और लगभग 2*# लाख टन फास्फेट ( 9,005 ) उर्वरक 
बनाने की है। भारत में उवंरक की उपभूक्ति बहुत कम है तथा संसार की श्रौसत उपभुक्ति का केवल 6 
प्रतिशत है (चित्र !) | ऐसो योजना है कि देश में 24 लाख टन नाइट्रोजन और !0 लाख टन फास्फेट से 
युक्त उर्वरक बनाया जाये। इस लक्ष्य की पूत्ति के बाद भी भारत में उर्व रकों की उपभुक्ति संसार की औसत 
उपभूक्ति का केवल 30 प्रतिशत ही होगी। अतः भारत में उर्व रक उद्योग के विकास की महती सम्भावनायें हैं 
तथा भविष्य में आत्मनिर्भरता के लक्ष्य को प्राप्त करने के लिये यह अत्यन्त आवश्यक भी है। भारत सरकार 
ने इन बड़े विद्युत रों की उपयोगिता के प्रति जागृत रहते हुए ट्राम्बे में स्थित भाभा परमाणु अनुसन्धान 
केन्द्र के द्वारा ऊपर वरणित कच्छ प्रदेश तथा गंगा यमुना के समतल मंदानों में इस तरह के विद्युतघरों की 
स्थापना के बारे में वित्तीय अध्ययन शुरू किया है। इस अध्ययन द्वारा ज्ञात हुआ है कि गंगा यमुना की 
समतल भूमि से नल कप द्वारा जल के निष्कासन के लिये विद्युत की लागत ८ पैसे प्रति किलोवाट घंटा 
की दर से !000 गैलन के लिए !5 पैसे होगी । दूसरी ओर समुद्र के पानी को मीठे पानी में बदलने में 
लगभग 3 रुपये प्रति एक हजार गैलन की लागत आयेगी । जल के उत्पादन की इस उच्च लागत 
को देखते हुए यह आवश्यक हो जाता है कि वितरण के समय वाष्पीकरण द्वारा पानी के क्षय को न्यूनतम 
किया जावे । किन्तु इतनी उच्च लागत पर प्राप्त होने पर भी कृषि योग्य पानी महँगा नहीं पड़ेगा यदि 
एक वर्य में तीन फसलें उपजाई जायेँ। इस तरह से यदा-कदा जल आवश्यकता की पृत्ति एक बड़ा ही 
आकर्षक प्रस्ताव है । 


कच्छ क्षेत्र में 70 लाख किलोवाट क्षमता का विद्युत घर स्थापित करने से लाखों एकड़ भूमि 
क्रषि योग्य बनाई जा सकती है । काँदला बंदरगाह के समीप होने से यह प्रस्ताव और भी आकर्षक प्रतीत 
होता है क्योंकि बाहर से खांनेज फास्फेट जैसे कच्चे माल का आयात तथा देश-विदेशों को बने हुये श्रति- 
रिक्त उर्व॑रकों आदि का निर्यात आसानी से संभव होगा । इस अध्ययन से ज्ञात हुआ है कि ऐसे एक विद्युत 
घर द्वारा एक वर्ष में लगभग 4-7 लाख टन नाइट्रोजन, 35 लाख टन फास्फेट (9,0:) 55 हजार 
टन ऐल्यूमीनियम तथा प्रतिदिन 5 करोड़ गैलन मीठा पानी बनाया जा सकता है। इन सब पर लगभग 
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600 करोड़ रुपये का व्यय होगा (सारणी 3) । मीठे पानी को प्रयोग में लाकर बड़े बड़े खेत प्रतिवर्ष 
-9 लाख टन धान्‍्य, 3:9 लाख टन आलू तथा 46 हजार टन मूंगफली का उत्पादन कर सकेंगे । इसके 
अतिरिक्त उद्योगों द्वारा भी 70 करोड़ रुपये का लाभ हो सकेगा (सारणी 5) । 
सारणी 3: शस्य-श्रोद्योगिक काम्प्लेक्स 
(कच्छ-सौराष्ट्र क्षेत्र में लागत) 





लागत, करोड़ रुपयों में 


सयत्र क्षमता ; विदेशी विनिमय... थोग 
हृयर्थंक संयंत्र ]200 ५४८ 75*6 370.4 
]50 (570 
उर्वरक * 5330 प८/दिन 49-24: 80-2 
ऐल्युमिनियम संयंत्र 50 ॥४८/दिन ]7-494 38:687 
आद्योगिक काम्प्लेक्स के लिये योग 42" 334: 598-207 





*अमोनिमम' नाइट्रेट, डाइअ्रमोनियम फासस्फेट, ट्रिपल सुपरफासफेट क्रमशः 3330 १'८/दिन, 000 
4८/दिन,!000 ॥6/दिन 


सारणी £ 
कृषि-श्रोद्योगिक काम्प्लेक्स (कच्छ सोराष्ट्र क्षेत्र) 
योजना का कृषि अथंशास्त्र 


'नरियिभभतलसकब >न3 “न पिन नि करन कम तन लत नमक बम. 8 %५५५“००-०नात- कककीकिनन तन जितना >नजकन-ल०+ तन नम 


सिचित होने वाला क्षेत्रफल 


तिहरी फसल 9,200 हेक्टर 

एक फसल 38,400 ,, 
कृषि उत्पादन 

संकर मक्‍का 92,000 टन 

आल 3590,000 ,, 

मूंगफली . 46,000 ,, 
उव रक उत्पाद 

स्थिर ४५ के रूप में नाइट्रोजन 447,000 ,, 

2:0५ 33,000 ,, 
काम्प्लेक्स में उपयुक्त उवंरक 

स्थिर 4४५ के रूप में नाइट्रोजन 3,900 ,, 

?,0. 3,00 ,, 

योजना से पूर्ण लाभ रु० 36-7 दशलक्ष 


टाल ओलआल लीड लडड६:ल्‍लल्‍लक्‍डलड::त$तससउकसउफलससससण: सन नल लननलनननिनननन ननननन नीनिनानन» नल नननननन न न जन न नननननननननननननननननननन नमन नमन नमन न नननन न ननननजनन+«+«+ 4» जत५+3»५....०.९५५०५०५३०००००क. २० रकमभ का दस 2206५५०३कक वे मकलमर्प्नी, 
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इसी प्रकार से गंगा तथा अम्‌ना के समतली मैदान के अध्ययन से पता चला है कि यदि 430 
करोड़ रुपयों का व्यय किया जाए तो प्रतिवर्ष 6-4 लाख टन उर्वरक और 50 हजार टन ऐल्यूमीनियम 
का उत्पादन संभव होगा (सारणी 5) | इसके अतिरिक्त भूगर्भीय जल से 7“2 लाख हेक्टर भूमि की 
सिंचाई हो सकेगी जिससे 45 लाख टन धान्य एवं 7 लाख टन दालें उत्पन्न हो सकेंगी (सारणी 6) । 


सारणी 3 
कृषि औद्योगिक काम्प्लेक्स 
. ( परदिचमी सिन्धु-गंगा क्षेत्र ) 
लागत मूल्य ्ि हे 
3 मुल्य, करोड़ रुपयों में... 
पद 229 विदेशी विनिमय...“ योग _ 
न्यूक्लीय ढीपसमूह | । ५560 ६ 3-600 58:000 
बिजली सरयंत्र क्‍ 3:400 57-000 
शक्ति संयंत्र योगफल... 200 )/५५८ 45000 225-000 
उ्वैरकोँ क्‍ 4475 7८ दिन 44-9]] 66:288 
ऐल्यूमीनियम संयंत्र 850 76| दिन (.77409% . 38-687 
ओऔद्योगिक काम्प्लेक्स का पूर्णो योगफल 07-405 429-970 


'अ2३ «० फकमागफला»ताकत ना सालण- ०९४५० ५५०५ 





*श्रमोनियम नाइट्रेट 3200 7'८/|दिन, डाइअमोनियम फःस्फेट !275 7८/दिन 


साररगी 6 


कृषि श्रौद्योगिक काम्प्लेक्स 
. (सिंधु-गंगा का मंदान) 
योजना का कृषि अथ्थंशास्त्र 


सिंचित होने वाला क्षेत्रफल 
नलकूपों की संख्या 
उत्पाद (अतिरिक्त) 
धान्य 
दालें 
योजना से पूर्ण लाभ 
उर्वरक की आवश्यकता 
स्थिर 2४५ के रूप में नाइट्रोजन 
?,0६ 
वेधने में कुल लागत 
प्रति हेक्टर कुल लाभ हैक्टर कुल लाभ... _ - / / ईछट॑ ख_ः 


720,000 हेक्टर 


36,000 ,, 
द _ #3 दशालक्ष टन 
09*7 33 
रु० 25]2 दशलक्ष 
]66,000 टन 
83,000 हा 
रू० 432 दशलक्ष 
3767 93 


ननीलिजएणण। लखन 
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प्रौद्योगिक क्षेत्र में इससे 57 करोड़ रुपये की वाषिक आय तथा कृषि क्षेत्र में लगभग 23 करोड़ रुपये की 
वाषिक आय संभव होगी। इस प्रकार उर्व रक और आ्ौद्योगिक पदार्थों का उत्पादन स्थानीय आवश्यकताओं 
से कहीं अधिक होगा और यह अतिरिक्त उत्पादन देश के दूसरे भागों में काम आ सकेगा । 


यहाँ पर यह कहना उपयक्त होगा कि उल्लिखित आकलनों ( ८४४:7०८८४ ) का आधार थह है 
कि नाइट्रोजनयुक्त उवें रक विद्युतअपघटन क्रिया द्वारा तथा फास्फोरस युक्‍त उर्वरक विद्युततापीय क्रिया 
द्वारा बनाये जायेंगे । यह और भी सस्ता पड़ सकता है यदि उत्पादन एक बड़े पैमाने पर किया जाये । इन 
क्षेत्रों में ऐल्यूमी नियम उद्योगों की स्थापना के बारे में भी विचार किया गया है क्योंकि इस उद्योग में अधिक 
मात्रा में ऊर्जा का उपयोग होता है । ऐल्यूमीनियम के प्रति टन उत्पादन के लिये 8 से 20 हजार किलोवाट 
घंटा ऊर्जा की आवश्यकता होती है । इस उद्योग की स्थापना का एक कारण यह भी है कि भारत में ऐल्यू- 
मीनियम खनिज ,बाक्साइट, प्रचुर मात्रा में उपलब्ध है तथा इस धातु को ताँब के स्थान पर विद्युत उद्योगों में 
काम में लाया जा सकता है। अतिरिक्त ऊर्जा का उपयोग ऐसे दूसरे उद्योगों की स्थापना में भी किया जा 
सकता है जो भ्रधिक ऊर्जा का उपभोग करते हों । उदाहरणतः कास्टिक सोडे का विद्युतअ्रपघटनी उत्पादन-। 
इन सब तथ्यों से यह विदित होता है कि यदि किस्तो बड़े न्‍्यूक्लीय विद्युत घर के चारों ओर. औद्योगिक 
काम्प्लेक्स ( गत ००णाए०5 ) तथा कृषि उद्योग ( 487०णॉपण० इंशतेपडा-ए ) खड़े 
किये जायें तो यह देश की आर्थिक उन्नति तथा स्वोन्मृखी विकास में अ्रत्यधिक सहायक तथा 
लाभदायक सिद्ध हो सकते हैं । इस संकल्पना के श्रन्तंगत विद्युतघर के परिमाण की कोई सीमा 
निर्धारित नहीं है क्योंकिइस की कोई झ्रावश्यकता नहीं कि विद्युत का परिवहन एक जगह से दूसरी 
जगह किया जाये। राजस्थान में स्थापित की जा रही न्यूक्लीय भट्टी के समान अनेक परिमाणों की 
भट्टियों से उत्पादित विद्युत की कीमतें तुलना करने से यह ज्ञात होता है कि न्यूक्लीय विद्युत का 
मूल्य 2:8 पैसे प्रति किलोवाट घंटा है जबकि कोयले से चालित विद्युतघर से प्राप्त विद्युत का मूल्य * 2 
पैसे प्रति किलोवाट घंटा पड़ता है (कृपया चित्र 2, पृष्ठ 4 पर देखें) । 


कृषि में वृद्धि होने के साथ साथ यह भी आवश्यक हो जाता है कि अन्न को खेतों में बीमारी से 
तथा संग्रहण के समय अनेक जीवाणुओं से भी बचाया जाये । परमाणु शक्ति का उपयोग क्ृषि-उत्पादन में 
वृद्धि तथा कृषि में होने वाली हानियों से बचाने में भी किया जा सकता है। पौधों की कई बीमारियों एवं 
कृन्तक प्राणियों (चूहे, इत्यादि) के खेतों में उत्पात के कारण धान्य की काफी हानि होती है। कुछ 
अनूमानों के अनुसार तो हम हर वर्ष लगभग 30 लाख टन तक अनाज खेतों में ही खो देते हैं। इसके 
अतिरिक्त 20 से 30 लाख टन संग्रहण के समय नष्ट हो जाता है। अ्रनाज का उत्पादन रोग प्रतिरोधक 
तथा अच्छी उपज देने वाले बीजों के उपयोग एवं नवीन क्ृषि प्रणालियों तथा प्रचुर मात्रा में उर्वरक के 
प्रयोग पर भी निर्भर करता है। 


भोज्य पदार्थों का शीघ्र सड़ना एक अन्य महत्वपूर्ण समस्या है जिस पर ध्यान देना तथा जिसको 
ठीक तरह से सुलभाना अत्यन्त आवश्यक है। भोज्य पदार्थों के सड़ने-गलने के कारणों में फसल काटने के पुराने 
तरीके तथा सब्जियों, फलों, मछलियों, मुर्गी के अण्डों तथा माँस से बने हुए पदार्थों का परिवहन तथा 
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संरक्षण सम्मिलित हैं। इन पदार्थों के सभी गृण तथा विशेषताएँ उपभोक्ता तक पहुँचते-पहुँचते प्रायः नष्ट 
हो चुकी होती हैं । देश में हिमीकरण तथा प्रशीतन भंडारों की भी बड़ी कमी है । 


परमाण्‌ ऊर्जा का लाभदायक उपयोग ऊपर दी हुई सभी परिस्थितियों का सामना करने 
तथा क्षषि उत्पादन तथा ' अनाज के परिरक्षण के समय उसे सड़ने-गलने से बचाने के लिये किया 
जा सकता है। 
उत्परिवतेन प्रजनन 

क्ृषि के क्षेत्र में परमाणु ऊर्जा का लाभदायक तथा मुख्य उपयोग फसल में सुधार है, यथा नये प्रकार के 
रोग प्रतिरोधक बीज, मजबूत और छोटे तृण, उत्तम खाद्यमान, तथा प्रति एकड़ अधिक उपज पैदा करना । 
रूढ़िवादी वरण ( $८]6८४०४० ) एवं संकरण ( ०7088 >76८कंछआ8 ) की विधियाँ अत्यन्त जटिल तथा 
समय लेने वाली हैं । इनमें कुछ चुने हुये स्कन्‍्धों से संकरण तथा वरण पर प्रजनन निर्भर होता है। यद्यपि 


संचय विकिरण द्वारा उत्परिवत्त न प्रजनन की प्रकृति पर निर्भर करता है तथापि इसमें प्रजनन की दर 
अधिक होने के कारण दुर्लभ सफलता की अधिक संभावना होती है। 


ट्राम्बे में परमाणु भट्ठियों के प्रारम्भ होने से कई अधिक उपज वाले धान व मूंगफली के विशभेदों 
का उद्भव हो सका है तथा इन्हें अब दूसरे अनुसन्धान केन्द्रों में प्रयोगों के लिये भेजा गया है। उत्परि- 
वरतित धानों की एक किस्म ने साधारण थानों की तुलना में 45 से 60 प्रतिशत अधिक उपज दी है। एक 
और दूसरी किस्म 7“-। साधारण धानों की तुलना में तीन सप्ताह पहले ही पक गई । ये उत्परिवत्तेंक 
ग्राज कई प्रदेशों में परखे जा रहे हैं । 


दूसरे आशिक वर्ग में मूंगफली का एक नया फली उत्परिवत्तक प्राप्त किया गया है । यद्यपि इसमें 
प्रति भार इकाई में तेल की मात्रा उतनी ही रहती है परन्तु गिरी का भार 20 से 40 प्रतिशत बढ़ जाने 
के कारण तेल की कुल प्राप्ति कहीं श्रधिक होती है । | 


धान्‍्यों का विसंक्रमण 


जेसा कि पहले कहा जा चुका है देश की दूसरी समस्या खाद्यान्नों का संग्रहण के समय जीवाणुग्रों 
द्वारा नष्ट होना है | इस सम्बन्ध में विकिरणन द्वारा विसंक्रमण के प्रयत्त उल्लेखनीय हैं । कीटाणु संग्रहीत 
वान्यों, आटे एवं दालों को अत्यन्त हानि पहुँचाते हैं । रासायनिक धूमन बड़े कीटों के लिये तो काफी विनाश- 
कारी होता है परन्तु छोटे कीटों तथा उनके अ्रण्डों पर इसका कोई प्रभाव नहीं होता । दूसरी ओर गामा 
विकिरण का प्रयोग रासायनिक धूमंन की तुलना में काफी उपयोगी होता है क्योंकि यह केवल कीटों का विनाश 
ही नहीं करता, अपितु अण्डों को भी पूरी तरह से विनष्ट कर देता है और किसी प्रकार का विषैला अ्रवशेष 
भी नहीं छुटता । इसी कारणवश जीवाणुनाशन तथा कीट निरोध के पहलुओ्ों को ट्राम्बे में काफी महत्व- 
पूर्ण स्थान दिया गया है । यहाँ पर दो मुख्य स्रोत लगाये गये हैं । ये हैं !00,000 क्यूरी का पैकेज विकिरणक 


तथा 28,000 क्पूरी का पूर्ण प्रवाह विकिरणक । पहला यंत्र मछली, फल, तथा सब्जियों के विकिरणन के 
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काम आता है और इसंकी क्षमता .00 पौण्ड प्रति घंटा है, जबकि दूसरे! यन्त्र में 500 .पौण्ड प्रति घंटे के 
हिसाब से घान्य का विकिरणन किया जा. सकता है।. . । . ४ 20 3४ वर हे. 


नष्ट होने वाले भोजन का परिरक्षण . ...  . 6६ . 5-४, 


नष्ट होने वाले भ्रनेक प्रकार के भोजनों के विकिरणन से परिरक्षण की अनेक सम्भावनाएँ उललेख- 
नीय हैं। विकिरण परिरक्षण के तकनीकी पहलझ्रों का गहन अध्ययन किया जा चका है और यह सिद्ध 
हो गया है कि यह एक अत्यन्त लाभदायक तथा व्यवहार में लाने योग्य विधि है। इस तकनीक का मुख्य 
लाभ इस सिद्धांत पर आधारित है कि आयनन-विकिरण की थोड़ी सी मात्रा ही सुक्ष्मजीवों, परजीवियों 
तथा अन्य प्रकार के कीटों का विनाश करने में समर्थ है तथा विकिरण का प्रयोग करते समय ताप में कोई 
विशेष वृद्धि नहीं होती । आयनन-विकिरण के अधिक अन्तर्भेदी होने के कारण संकुंलन करने के बाद भी पदार्थों 
का विकिरणन करके संरक्षण कर पाना इस तकनीक का एक अतिरिक्त लाभ है। इंस क्रिया द्वारा कच्चे 
भोज्य पदार्थों का भी संरक्षण किया जा सकता है। अ्रतः यह स्पष्ट है कि इंस तकनीक ने खाद्य पदार्थों के 
संरक्षण में संसावघन ([770०68»78 ), परिवहन ( ६४०78४07:2090०7 ), संग्रह' तथा विक्रय में नई दिशाएँ 
तथा लोच देकर अनेक आर्थिक लाभ प्रदान किये हैं । 


भारत में हम मुख्यतः कोबाल्ट-60 (४070 ) को विकिरण के स्रोत के रूप में लाते हैं क्योंकि यह 
हमारी न्यूक्लीय भट्टियों से प्रचुर मात्रा में प्राप्त होता है तथा न्यूक्लीय विद्युतघरों के भविष्य के कार्य- 
क्रमों से और भी अधिक आसानी से इसकी प्राप्ति हो सकेगी । इस समस्थानिक से स्फुटित गामा किरणें अति 
अन्तरभेदी होती हैं जिसके कारण वे स्थूल विकिरणन में अत्यन्त उपयोगी हैं। विकिरण के इस स्रोत से 
सम्बन्धित शिल्प विज्ञान ( +८८४०००४५ ) पूर्णतया विकसित हो चुका है तथा इसके एक बार स्थापित 
हो जाने एवं जेविक रक्षण और उत्पाद परिवहन क्रियाविधि के पूर्ण हो जाने के बाद विशेषज्ञों द्वारा लगातार 
ध्यान रंखने की बहुत कम आवश्यकता पड़ती है। 


भोजन विकिरणीयन के परिणाम 


अनेक प्रयोगों द्वारा यह स्थापित हो गया है कि विविध प्रकार के मांस जैसे बेकेन. (920०7), 
हैम (77 ), मुर्गी (०४०६८० ) इत्यादि का विकिरण द्वारा जीवाणुहनन करके कमरे के ताप पर, गुणों में 
बिना अधिक निम्नीकरण किये हुये, लगभग एक वर्ष तक संग्रहण किया जा सकता है। आलू, प्याज तथा 
लहसुन का अंकु रण रोका जा सकता है तथा कई प्रकार की सद्य: पकड़ी हुई मछलियों, ताजे फलों तथा सब्जियों 
का शेल्फ-जीवन (४0० ॥6) बढ़ाया जा सकता है। उन जीवाणुओं का भी विकिरण द्वारा हनन किया 
जा सकता है जो फलों को सड़ाते हैं। इत सब लाभों के अतिरिक्त कुछ परिस्थितियों में ऐसा भी पाया 
गया है कि विकिरण परिरक्षण उत्पाद के गृणों को अ्रच्छा बनाने में सहायक होता है । 


पशुओं (चूहे, कुत्ते तथा बन्दर इत्यादि ) पर लम्बे समय तक प्रयोगों के फलस्वरूप यह स्थापित किया 
जा चूका है कि विकिरण द्वारा परिरक्षित कई प्रकार के भोज्य पदार्थ मानवीय उपभोग के लिये निरांपद 
है। संतुलित तथा पीष्टिक भोजन के विभिन्न अ्रवयवों पर विकिरण के प्रभाव॑ के अध्ययन ने यह दर्शाया है 
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कि इस क्रिया द्वारा अधिकतर अ्रवयवों, जैसे प्रोटीन, शकरा जाति के पदार्थ. (८«०००7ए907०४८७) तथा 
वसा (£) पदार्थों, में किसी प्रकार की हानि नहीं होती है। यद्यपि विटामिनों की मात्रा में थोड़ी सी 
कमी अवश्य आर जाती है परन्तु यह कमी भोजन संसाधन (7006 छए7००८४अ०४8 ) के अन्य उपायों जैसे 
डिब्बा बन्दी (०४०४४४४ ), शुष्कन (4०४9त०7७४०४ ) तथा पकाने आदि की तुलना में अधिक नहीं होती । 


ट्राम्बे में किये गये अब तक के परीक्षणों के परिणामों से पता चला है कि थोड़ी सी विकिरण मात्रा 
से ही प्याज तथा लहसुन का शेल्फ-जीवन 6 से 7 माह तक बढ़ाया जा सकता है। यह तकनीक आम 
तथा केले जैसे फलों के पकने में देरी करने के लिये भी प्रयोग में लाई गई है। विकिरण की कम मात्रा 
तथा मन्द ऊष्मा उपचार के एक साथ प्रयोग करने से आम, चीकू, अमरूद, मटर इत्यादि का जीवाण॒हनन 
करके बाजार में प्राप्त फलों की तुलना में उन्हें काफी गुणकारी बनाया जा सकता है। खमीर (27०6 ) 
के कारण चपाती तथा ब्रैड के सड़ने को भी विकिरण द्वारा रोका जा सकता है और ये पदार्थ प्लास्टिक के 
बन्द थैले में 70 से 50 दिन तक बिना किसी क्षय के रखे जा सकते हैं । 


ट्राम्बे के कुछ परीक्षणों के आधार पर विकिरण परिरक्षण के आ्राथिक पहलुओं पर भी अध्ययन किया 
गया है । ऐसा प्रतीत होता है कि विकिरण परिरक्षण का व्यय परम्परागत विधियों की तुलना में अधिक नहीं 
होगा । कुछ विशेष परिस्थितियों में तो प्रचालन की सुविधाओञ्रों के मापक्रम ( 8०७९ ० 07967०४०7४७) 
4८0८४ ) को ध्यान में रखते हुए विकिरण परिरक्षण ही अ्रधिक सस्ता पड़ेगा । मूल्यों की तुलना करते समय 
इस बात का विशेष रूप से ध्यान रखा जाना चाहिये कि सबसे महत्वपूर्ण झआाथिक कारक (#9०८:००) अति- 
रिक्त नष्ट होने वाले भोजन को बचा पाना तथा उसका चतुर्दिक वितरण कर पाने की क्षमता रखना है। 


इस विवरण से यह स्पष्ट दृष्टिगोचर होता है कि परमाणु ऊर्जा के क्षेत्र में नये नये अनुसन्धानों का 
मन्‌ष्य के जीवन तथा मानव समाज के बहुरूपी एवम्‌ सर्वोन्मुखी विकास पर सीधा तथा महत्वपूर्ण प्रभाव पड़ा 
है। इन अनुसन्धानों तथा तकनीकी प्रगति द्वारा हम भविष्य में अधिक भश्रनगाज उपजा सकेंगे तथा इस उपज का 
दोर्घकाल तक महत्तम पोषकता के साथ परिरक्षण कर सकेंगे । इसके द्वारा हम बड़े-बड़े उद्योगों में बड़ी संख्या 
में अपने देशवासियों को व्यवसाय पर लगाकर उनके पूर्ण विकास के लिये नये मार्ग खोलने में सहायक होंगे । 
इस प्रकार परमाण्‌ शक्ति का यह विकास समाज की भलाई करने के साथ ही उस पर अपनी गहन तथा अ्रमिट 
छाप छोड़े चल रहा है । 


४[73॥3 ?३०]5॥3064 /2॥05970|3॥ ?90/[८०७ 
४०. 3, ४०. |, |॥७३/५ |970, ?32०5 3-8 


भाट एवं जलोढ़ मिट्टियों में सुक्ष्ममात्रिक' तत्वों का तुलनात्मक अध्ययन 
शिव गोपाल सिश्र एवं नरेन्द्र तिपाठी... 
कृषि रसायन, रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 
[ प्राप्त-नवम्बर 5, 969. ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में उत्तर प्रदेश के दो प्रमुख मिट्टी समूहों की मिद्टियों (कल्सियम युक्‍त “भाट! 

एवं जलोढ़) में ताँबगा, लौह एवं सेलेनियम, इत तीनों को पुर्ण तथा प्राप्य मात्राशं से सम्बन्धित अ्रध्ययन 

के फल दिए गए हैं । यह देखां गया है कि भाट मिट्टी में सम्पूर्ण ताँबा तथा सम्पूर्ण सेलेनियम की मात्रा 

जलोढ़ मिट्टियों की श्रपेक्षा श्रधिक है, किन्तु उनकी प्राप्य मात्रा तुलनात्मक दृष्टि से कम है । यद्यपि भाट 

मिट्टियों में कुल लौह की मात्रा काफी कम है किन्तु फिर भी प्राप्य लौह की मात्रा जलोढ़ मिट्टियों की अपेक्षा 
कई गुनी अधिक है। भाट मिद्दियों में ताँबे की कुछ न्यूनता प्रतीत होती है । 

05 घट 
4. ९०काफुबायएए९ 5फ्रतेतज ०009 ड0खार ई#४०८ श0ाराड 70 8892९ ब्यत 4फरंना 


5णाड., 2829 8. 0७- ६578 27वते 'ए. पलाएथए, 3870) (टाय्रांऑएए 86200, 706९720[- 
77९70 0 (प्ृष्यणांड079, एरफराएटाआपप्र ्ा 4व90937099, 39॥937034 . 


॥7 ४96 ए725200  एछ्गू०20, 80४76. $पश४2€ 807-5०्यय65 ० एश0 507 (एए65, एंट- 8 
ट्ोट8720प08 ही 274 3एरांथ। 805 कैए९ 7९९७7 #पत९व 607 ९7० ६00०] | ०70 3०७४ ]०20]९ 
एछ९, एप बाते 986 20०767008,. 7६ एब्5 0फशवते एंड 09 606४४ ० ए0ए (एप बएत 5९ छ25 
एराए#९ए गा फ्ीधबा 3005, पा 06 एकल 06 ठठाॉल्या ३8४ ००ए्रफ॒बाथाएटाए क्‍0श.. 3 इ8"९०- 
९० 9%८९॥:०8५ एस 64% (एप 2700 86 छ9$ पा 2एश2०6 िफयए शीपराॉनों इ2णगा3 पीला व7 
छाया इ0स्‍5.. +पाठपह्)ं फल 0 #2 20706670 कं ठिपकवा इगोड एब्४ 0एएढा ऐीडए या दपरएदों 
503, 76 बएक्योॉड0]6. 60प्राद्या; ए३३8 ए्रव्या्रगित गरंइध्रत्त पगण शीपरानबोी 505, 7फ्मघ८ 804 
505 5९८7 (0 76 50फाध्एा)था वेशीटोडगए एए (प. 


सक्ष्ममात्रिक तत्व पौधों की समुचित वृद्धि एवं उपापचय के लिये बहुत ही आवश्यक हैं । 
इनकी एक निर्िचित मात्रा ही पौधों के लिये आवश्यक होती है, क्योंकि' इनकी कमी या श्रधिकता से पोधों में 
क्रमशः न्यूनता रोग (१८7 ८८०८४ 48४०७९) या विषालुता रोग (7०झाटला:ए १8८०४८) उत्पन्न हो जाते 
हैं। भारतीय मृदाओं में सुक्ष्ममात्रिक तत्वों का विस्तृत श्रष्ययन अ्रभी हाल में शुरू हुआ है, फिर भी इस 
दिशा में काफी प्रगति हो रही है | पंजाब' में कांवर एवं सिंह (!96), भुम्बला एवं घिंगरा (964) 
तथा उत्तर प्रदेश में अगरवाल आदि (963-64) तथा मिश्रा एवं सहयोगियों (964) ने मृदा में 
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बोरान, मंगनीज, ताँबा, जिक, मालिब्डनम एवं लौह का अध्युथ्रन किया. है । किन्तु पूर्वी उत्तर प्रदेश की 
मिट्टियों पर भ्रभी तक कोई विस्तृत अध्ययन नहीं हुआ ! है, भ्रत्ः प्रस्तुत शोध पत्र में पूर्वी उत्तर प्रदेश के 
तराई के निकट पायी जाने वाली केल्सियम युक्त भाट” एबं श्रन्य जलोढ़ मिट्टियों में लौह, ताँबा तथा 
सेलेनियम का श्रध्ययन किया गग्मा है। 
सेलेनियम जो श्रभी तक एक विषालु तह समझा जाता था, !957 में सर्वप्रथम दवार्ज एवं फोल्ज 
(957) तथा स्टाकसटाड एवं सहयोगियों (957) द्वारा पशुओं के लिए आवश्यक सूृक्ष्ममात्रिक तत्व 
सिद्ध हो चुका है। न्यूजीलंड, फिनलेंड, स्काटलेंड, अमेरिका एवं विश्व के अ्रनेक भागों में इस तत्व की 
बहुत ही कमी है, जिसके फलस्वरूप वहाँ पशुओं में इ्वेतपेशी रोग” (८ म70820० 08598०) तथा 
भ्रन्य कई बीमारियाँ हो जाती हैं। इसके विपरीत आयरलेंड, यटाह तथा अमेरिका के कुछ भागों में इसकी 
काफी मात्रा पाई जाने के कारण वहाँ बहुत से पशुओं में विषालुता की बीमारी हो जाती है । इसके अतिरिक्त 
हड केरर (938), माटिन (7938) तथा नेशन एवं मक्‍्लोरी (963) ने सेलेनियम की सूक्ष्म मात्रा 
को पौधों पर प्रयोग करके काफो अच्छे परिणाम प्राप्त किए हैं। श्रधिक मात्रा होने पर यह भी अन्य सृक्ष्म- 
मात्रिक तंत्वों की भाँति विषालु (/०:४८) हो जाता है, किन्तु अभी तक भारतवर्ष में सेलेनियम' पर कोई 
काये नहीं हुआ है, फलस्वरूप हम लोगों ने सर्वप्रथम यह कार्य प्रारम्भ किया है । 
फ क्‍ प्रयोगात्मक ा क्‍ 
इस अध्ययन में भाट एवं जलोढ़ मिट्टियाँ प्रयुक्त की गई हैं, जो उत्तर प्रदेश के विभिन्न स्थानों 
(सारणी ) से एकत्रित की गईं, फिर इनमें पी-एच, कैल्सियम काबबोनेट, कार्बनिक कार्बन, सेस्क्‍्वी- 
सारणी 7 
मिट्टियों की संरचना 


पं ! 
॒ शक हि ६४ 
। 
हैं है रे कु! |] ॥2॥, 


मिट्टी के प्रकार .. स्थान छत (०९0५ कार्बनिक ४ सेस्क्‍्वीआक्साइड 
-क््फफफकओ"कननर्-ओरआ७  -.-/#€6६ ७ फट 
“भाटद. . १4. . देवरिया 8"8 32"34 0*:59 6-30 
2. देवरिया. 82 32:25... 0:548 ह्ठ4 
3 देवरिया 87... 29:08. 0-450 675 
4. देवरिया... 84... 3058. ७68॥ .. 4527 
5 देवरिया 856. 33555 0.375.... 4-08 
न 0 देवरिया .. का. 38.4 0300 : 5:85 
जलोढ़ [.. देवरिया .. 75 [70 0350. %#७ 
.. 2 देवरिया... 722 5 वक्‍य0० तक... 5356. 
3... इलाहाबाद, 74. 480. 0228 - «6-80 क्‍ 
4 .. इलाहाबाद . 73... 780'.. 0300. . 656 .... . 
5  भमांसी. "* 75.  क्य0 ४. 0345 .. “708 




















भाट एवं जलीढ़ मिट्टियों का तुलनात्मक अध्ययन [5 
सारणी 2 
£: कक मिर्दिटयों में सूक्ष्ममात्रिक तत्वों की मात्रा . 
० की व ह हे हक हि 
छा क ै 5 आम घ, हि घ 
उस गम ला के न 
गैह . -७' छशऊि >< 5 कम 2 हम 5 कद पक ० कर 
हि हर वि ध्ि छ तले उड़े के रा 
! छः ६ का छ 55 
( पर च्् घ. प्र ; सिम न 
प्र ि हि 'म्रि छ् ि ः हट हम 
भाट 7.. -:5]2 969 6-42. 9-76 0:98 0:04 0:39 0090 *8] 
2 :568 968 6.]7 9-42 -29 9:09 0:36  0:02837 750 
3 4.736 9]7 528 34-6 2-20 6.44 0:395 0097 8-03 
4. ]-456 748 5-]4 26:84 .7] 6.37 0:356  0:0758 4-44. 
5. [*400  68 4-86 8-30 -29 6:66 - 036 00284 900 . 
6 7:680 982 5-84 4-564 777]. 7]7:68 0:56 0-0284 7:99: 
आसत 7:559 8775. 56928 9-52 [507 772 09336 00245 7:29 
जलोढ़ !. 39/248 24 0.07 24-40 3-90 6:.00 0:277 0:.0284 0:26 
द 2 ]-960 30 0"5 8:30 2:93 6:0] 0:36 00237 7:50 
3 2०920 ?5 0.09 976 व:22  250 0-98 0:036 5-98 
4. 2-84 . 24 0-]] ]4:64 :95  3-32 0-:395 0:0427 0:8 
5. 2-:828 37 0.3 20-50 3.4 5-38 0]58 0:036 20-00 
आसत 2-548 28 0-0 752 2:68 5-/0। 0.269  0:0395 4-70 
सारणी $ 
भाट तथा जलोढ़ मिटिट्यों में विभिन्न अवयवों के परास 
मिट॒टी प्रयुक्त ८४००, कार्बनिक सेस्क्वी- 
के नमूनों ए ०५, ( आक्साइड 
प्रकार की संख्या प्रकार की्या_____|__._._._._._._.. *४#  ... शक 9७ 
भाट 6 8:2-8-8 29*08-38-4... 0:300-0-548 4*08-6*30 
जलोढ 5 7-2-7-5 ]-70-4-80 0-:300-0-:345 6-56-7:60 
पर नक पक न न सब की उनपर नर टन पल 
मिट॒टी प्रयुक्त संपूर्ण प्राष्य संपूर्ण सिटसी प्रयक्त संपूर्ण... प्राष्य. संपूर्ण... प्राष्य. संपूर्ण. प्राष्य... संपूर्ण | प्राष्य... 
के नमतों ८ 7€' (थ्प (पर 56 9८ 
प्रकार कीसंख्या ५४० एएफा. कार सा 0 आर मिलन नम व कस एएण... एएए कुएप एएप 
[-400- 68- 9.76-. 0:98- 0:36- -0*0]58- 
भाट ०. न 982. 34.6 2.20. 0395. 0-036 
-960- 24- 9-76- ]*29< 0:58- 0:0237- 
अह न 4-248 37 24-40 9$*90 0-395 00427 


_________ ऋ+$*$“ ७ऊ/:५/अ/खऋखझररररर ू“ख“घौञ्“भ:मआहफमाप्पआि पभ।पभ/ख/ 


(6 शिवगोपाल मिश्र एवं नरेन्द्र त्रिपाठी 


ग्रॉक्साइड एवं फेरिक ऑक्साइड की मात्रा ज्ञात की गईं। प्राप्य लौह, नार्मल आमोनियम ऐसीटेट (पी: 
एच 3) से निक्षालित करके आर्थोफितान्शोलीन विधि से तथा संपूर्ण ताँबा नाइट्रिक, सल्फ्यूरिक एव 
परक्‍्लोरिक अम्ल से उपचारित करके कार्बामेट विधि से एवं प्राप्य ताँबा 0020४ ४07 से निक्षालित् 
करके कार्बामेट विधि से रड्गमापी की सहायता से ज्ञात किया गया। इसी प्रकार संपूर्ण सेलेनियर 
स्टेन्टन एवं मक्‍्डोनाल्‍ड (965) की विधि से एवं प्राप्य सेलेनियम मिट्टी को गर्म पानी से आधे घन्टे तव 
निक्षालित करके उपरोक्त विधि से रज्भमापी की सहायता से ज्ञात किया गया । प्राप्त आंकड़ों को सारण 
| एवं 2 में प्रस्तुत किया गया है । 


परिणास एवं विवेचना _ 


संपुरण तथा प्राप्य लौह: सारणी 2“ में प्रस्तुत परिणामों से यह स्पष्ट है कि भाट मिट्टियों में संपूर्ण लौह क॑ 
मात्रा (!:559% ) जलोढ़ मिद्ठियों (2'548-%) की अपेक्षा कम है, किन्तु इसके विपरीत भाट मिद्दियों २ 
प्राप्य लोहे की मात्रा (877:5 गअ्ंश/दस लक्षांश), जलोढ़ मिद्दियों (28 अंश/दस लक्षांश) से, लगभग 3( 
गुना अधिक है। अधिक चुनही मिट्टियों में उत्तरी बिहार में, का (964) ने भी संपूर्ण लोहे की कम मात्रा देख 
है जो कि लगभग उसी प्रकार के पंतृक शलों से बनी हं।ने के कारण है। इसी प्रकार टक्कर झ्रादि (969 
ने भी चुनही मिट्टियों में अपचेय लौह की मात्रा 32-950 977०० तक प्राप्त की । अगरवाल (963-64 
ने उत्तर प्रदेश की कुछ जलोढ़ मिट्ठियों में 0.9-2'37% तक संपूर्ण लौह (72५03) प्राप्त किया है 
भाट मिट्टियों में अपेक्षाकुत कम लौह की मात्रा संभवतः उनकी श्रप्नौढ़ता एवं लोह विहीन' पेतृक' शैलों व 
कारण है । फिर भी इन मिदट्टियों में प्राप्प लौह की' श्रधिकता कल्सियम कार्बोनिट की अधिकता के कारण 
ही जान पड़ती है। भाट मिट्टियों में सम्भवतः अधिक पी-एच एवं केल्सियम कार्बोनिट तथा श्रच्छा वायु 
संचार एवं जल निकास के कारण #८7+ लौह श्राक्सीकृत होकर #८४४+ हाइड्राक्साइड एवं फास्फेट बे 
रूप में अ्रवक्षेपित होकर कंल्सियम काबोनेट करयों के चारों ओर अधिशोषित रहता है, जो #» 
४४ पल (020(9.73) से निष्कषित हो जाता है, या दूसरे शब्दों में पौधों के लिये प्राप्य होता है | भ्रगर 
वाल एवं मेहरोत्रा (१963) ने लखनऊ की जलोढ़ मिट्ियों में प्राप्प लौह की मात्रा 7740 के 6:8: 
अंश/दशलक्षांश तक देखा श्रौर उनमें लौह की न्‍्यूनता बतायी है। भाट मिट्ियों में प्राप्प लौह, कुल' लौः 
का 5:628% और जलोढ़ में केवल 0'0% पाया गया है । 


संपूर्ण एवं प्राष्य ताँबा : सारणी 2 से यह स्पष्ट है कि भाटठ मिट्दियों में संपूर्णो ताँबे की मात्रा जलोः 
मिट्टियों से श्रधिक होती है। भाट मिद्ठियों में यह 9:78 से 34'6 अंश/दसलक्षांश (औरत 9-52 अंश 
दसलक्षांश) तथा जलोढ़ मिट्टियों में 9:76 से 24:40 अंश/दसलक्षांश (औसत 7'52 अंश/दसलक्षांश) तब 
देखी गई। उत्तर प्रदेश की जलोढ़ मिट्टियों में ।78 से 4077 अ्रंश/दस लक्षांश तक संपूर्ण तांबा पाया गया ; 
(श्रगरवाल, 7963-64) एवं मध्य प्रदेश में औसतन 22'4 अंश/दस लक्षांश (तम्बोली !965) तथ 
महाराष्ट्र की काली मिट्टियों में 44--234 अंश/दस लक्षांश संपूर्ण ताँबा पाया गया है। इसे देखने से यः 
पता चलता है उत्तर प्रदेश की भाट एवं जलोढ़ दोनों प्रकार की मिट्टियों में संपूर्ण ताँबे की मात्रा कार्ल 
मिट्दियों की अपेक्षा कम है । 


भाट एवं जलोढ़ मिट्टियों का तुलनात्मक श्रध्ययन [7 


प्राप्य ताँबे की सात्रा : भाट मिट्टियों में 0१98 से 220 अंश/दसलक्षांश (औसत !:907 अंश/ 
दसलक्षांश) तथा जलोढ़ में ।722 के 3:90 अंश/दसलक्षांश (औसत 2:63अंश/दसलक्षांश) तक है । इससे 
प्रतोत होता है कि भाट सिट्टियों में प्राप्य ताँबे की मात्रा जलोढ़ मिद्दियों को अपेक्षा काफी कम है । जलोढ़ 
मिट्टियों में प्राप्य ताँबा संपूर्ण ताँवे का 5"0% तथा भाट मिट्टियों में केवल' 7“ 72% है। इसका कारण 
संभवतः भाट मिट्टियों में अधिक कल्सियम का्बोत्िट एवं पी-एच का होना हो सकता है। मिश्रा एवं 
तिवारी (964) के अनुसार अ्रधिक पी-एच एवं कैल्सियम का्बोनिट के कारण ताँबे की उपलब्धि कम 
हो जाती है । हेनरिक्‍्सन (957) द्वारा प्रस्तावित भुमि में तांबे की न्यूनतम सीमा ! अंश/दसलक्षांश 
उपलब्ध ताँबा मानने पर यह पता चलता है कि भाट मिद्दियों में ताँवे की कमी हो सकती है और इसमें 
ताँबे के उवंरकों का प्रयोग करने पर श्रच्छा प्रभाव मिल सकता है । 


संपूर्ण एवं प्राप्प सेलेनियम : भाट मिट्टियों में संपूर्ण ताँबे की मात्रा की भाँति ही संपूर्ण सेलेनियमभी 
जलोढ़ मिट्टियों की अपेक्षा अधिक है । भाटठ मिट्ठियों में 0:36 से 0395 99० (औसत 0-339 अ्रंश/दस 
लक्षांश संपूर्ण सेलेनियम पाया गया । पटेल एवं मेहता (968) ने गुजरात की कालो मिद्दियों में संपूर्ण सेले- 
नियम की मात्रा 0742 से 0:678 अंश/दसलक्षांश (श्रौसत 0375 गअंश/दसलक्षांश) देख है। प्राप्य सेले- 
नियम की मात्रा भाट मिट्टियों में 0:058 से 0.036 अंश/दसलक्षांश (औसत 0.0245 अंश दसलक्षांश) 
तथा जलोढ़ मृदात्रों में ० 0237 से 0:0427 979 (श्रौसत 00395 अंश।दस लक्षांश) तक है । इसी 
प्रकार जलोढ़ मृदाश्रों में संपूर्ण सेलेनियम का 4:7% और भाट मिद्ठियों में कुल का /“<9 प्रतिशत प्राप्य 
सेलेनियम के रूप में है । इससे यह सिद्ध होता है कि प्रयुक्त दोनों मिट्टियों में काली मिट्टी की अपेक्षा 
आ्राप्य सेलेनियम की मात्रा बहुत कम है क्‍योंकि काली मिट्टियों में प्राप्य सेलेनियम की औसत मात्रा 
07079 अंश/दसलक्षांश पायी गयी है । 


इस श्रकार यह ज्ञात होता है कि प्रस्तुत मिट्टियों को सेलेनियम की मात्रा के आधार पर सामान्य 
मिट्टियों की कोटि में रखा जा सकता है क्‍योंकि स्वेन (955) के श्रनुसार विश्व की अधिकांश सामान्य 
मिट्टियों में 0. से 2:0 977० तक सेलेनियम पाया जाता है । 
क्ृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकों में से एक (नरेन्द्र त्रिपाठी) भारतीय कृषि अनुसंधान परिषद्‌, नई दिल्‍ली के प्रति सीनियर 
फेलोशिप प्रदान करने के लिये श्रभारी है। 
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5 घात वाले लेन-एम्डेन समीकरण के तारे के भार तथा 
अड्धव्यास के सम्बन्ध में 
आर० एस० गुप्ता तथा जें० पी० शर्मा 
_गरिणत विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


| प्राप्त-मई 7, 969 | 
सारांश 


इस शोधपत्र का प्रथम उहेश्य 5 घात वाले लेन-एम्डेन समीकरण के तारे का भार तथा गर्द्धव्यास 
का निकटतम मान प्ररतुत करना है जिसके हेतु, कथित समीकरण का तालिकाबद्ध हल /05:-०00 के 
लिये दिया गया है; और द्वितीय उद्देश्य 5 घात वाले लेव-एम्डेन समीकरण के संख्यात्मक हल : में प्रत्येक 
पद के लिये (7) छेदन त्रुटि, तथा (४) संचय त्रुटि का तालिकाबद्ध विवरण देना है । 


83985(४2८९६ 


(>छ 70255 30वें #बतप्5_० ९ 5० ० एा6 [,8४2-६फछतवल०क व्युण्ण्धंण्ण ० ग7ंघव०ड 5. 
29 5. 8. "पु 2णएते उ. ?. 50279, ॥2९०००७:ए४6८या 6 क्द्शबांंट3, पिगाएटाशए 
3.920929030, 59090930. 


पृफाल 00]6०६ ० फंड एशुए० 45 ग750 (0 ए7८४०४४ 80. णण०खांप्रब८- एप ० फ ग7955 
बाते #बताप्रड ० (6 डा: ० ॥.76-4घातेटा व्वुप्चा।07 छत छातलड 8 007 णांत्रट) ६76९ प्रण्णव्यंट्ओों 
80007 6776 ४८४१ ट्वुप्न6ठफ 7393 (20प87 0700 07 (४९ एक्वप 6 70 ८तुण०७) (0--0:0] ४85५ 
०€€ए शाएटा; बएणवे 38८070 (0. एड &70 82ट0फ7 6 ए€ €77075: (7) एप्पाटकां070 ६०००7, थागत॑ 
(0) 2८८प्पपापोबधठम ढाए0ता 7 3 ६2 7प्रींघए 07 607 6० छ९ए । पाल गपाएवद्गंट्शँ. 30प0 60% ० 
पाल 787 6-एतदा दरत॒ुपबा07 ० गगवेल्द 8.7 


4. वत्रिषय प्रवेश: 5 घात वाला लेन-एम्डेन समीकरण: 


] ४८ ( ,, 46 हे द 
ह का 757 क्‍ क 
कुछ रूपान्तरों (केल्विन का रूपान्तर तथा एम्डेन का रू ।न्तर) के पश्चात्‌ रूप £ 
द ० था 4 (2 
वं!त ध्ड् <2(]--८ ) (2) 


20 आर० एस० गुप्ता तथा जे० पी० शर्मा 


धारण करता है, जहाँ पर कर 
५ च्त्टरक्‍ल्टा; ४, के (367) 7722 (3) 
समीकरण (2) की प्रथम समग्रता से क्‍ 
4-+ [०+६- ४ हे 


प्राप्त होता है, जहाँ पर 2? समग्रता की एक श्रचल संख्या है। समीकरण (4<) का हल, सीमित पदों में, 
7050 तथा 20- जज के लिये क्रमशः स्कुस्टर” और श्रीवास्तव” द्वारा दिया जा चुका है।» के 
दूसरे अ्रशुन्य मान, जिसके लिये समीकरण (4) सभी वर्ग के महत्वपूर्ण एम-हल' और सभी वर्ग के एफ- 
हल देता है, असमता* 

द ]44702-- < 0 (5) 
में निहित हैं। एम-हलों के लिये समीकरण (4) का «& श्रन्तराल ( 0, »2) में भ्रमण करने के लिये 
स्वतंत्र है । 70 के दूसरे श्रशुन्य मान के लिये (25० तथा 22 +# के झतिरिक्त), ज॑सा कि चन्द्रशेखर 
(939) ने कहा है, समीकरण (4) के स्पष्ट हल का अस्तित्व नहीं दिखाई पड़ता, इसलिये हम संख्यात्मक 
हल की सरल विधि की शरण लेते हैं । हाल ही में श्रीवास्तव और शर्मा ने “तारे के निकटतम भार 
और भ्रद्धव्यास निकालने की दृष्टि से 5 घात वाले लेन-एमडन समीकरण का एम-हल' 2257--0'9 के लिये 
दिया है । उन्होंने निम्नलिखित परिणाम 

24-790 <#₹_ ५... <25-0482 (6) 
ओर 
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५ | हज. ॥ 2 
प्राप्त किये, जहाँ पर “९ तारे के अड्धेव्यास श्रौर 2४ तारे के भार को प्रदर्शित करते हैं, और दूसरे संकेत 
वही श्रथ रखते हैं जंसा कि चन्द्रशेखर द्वारा लिखित पुस्तक में हैं | परन्तु श्रभाग्यवश आयलर की विधि९ 
जो' कुछ भी हो, (0) तथा (7) परिणामों को संतोषजनक रूप न दे सकी क्योंकि इस विधि में तीन 
प्रकार की त्रुटियाँ : (४) छेदन त्रुटि (7) संचय त्रुटि, और (7४) राउन्ड श्राफ त्रुटि थीं। इसलिये, हाल ही 
में श्रीवास्तव और शर्मा * द्वारा दिये गये परिकलन में प्रत्येक पद के लिये, हम प्रस्तुत शोधपन्र में 
केवल प्रथम दो त्रुटियों का उल्लेख सारणी ! में करते हैं| जहाँ तक राउन्ड आफ त्रुटि का प्रश्न है, यह 
हमारे उद्द श्य के लिये बहुत ही कम महत्वपुर्ण है। इसलिये (6) और (/) परिणामों में श्रत्यधिक यथा- 
्थता लाने के लिये हम आयलर की रूपान्तरित विधि [6, $ 5:8| की सहायता समीकरण (4) को 
संख्यात्मक ढंग से हल करने के लिये लेते हैं और प्रत्येक पद के लिये- परिकलन सारणी £ में दिखाया गया है । 


2. 2--0:0] के लिये त्रुटियों का उल्लेख : 


| 0 0975 "5 टी 
मान लिया 770, ८) ++ -- [१७ -- >| न्त 


इस समीकररणा को क्रमशः ४ और «< के सापेक्ष में म्रवकलन करने पर, हमें 


5 धात वाले लेन-एम्डंन समीकरणा के तारें के भार तथा गअर्द्धव्यास के सम्बन्ध में 2 





े . | के 5 थी ५ 20 -- |. / 4 
८0 तथा ४,55८ (] -<)[22 कु ८ ढ़ (8) 
व्राप्त होता है । छेदन त्रुटि $#2८८/ (४--, 2, 3, ...४), / और < के संगत मान के लिये, सूत्र 
। ई/7 2४ ३८(] --८४)# । (9) 
द्वारा व्यक्त की ज]ती है जहाँ पर &+-- का तथा #£-+ अन्तराल | हम एम्पली फंक्‍टर ]-+#& 
(मसल 3 2५ 3....5 ४.) को परिकलन में प्रत्येक पद के लिये, सूत्र द 
]--/# ४22 | +-+फ7,, (0) 





0/ (0, 28) 
0 हे 


द्वारा गणना करते हैं, जहा 5: ५: » “लत, 2, 3, ...३४.- । छोदन त्रुटि और एमप्लीफिकेशन 


खंड के निकटतम मान ज्ञात करने के पदचात्‌, हम अन्तर समीकरण 


द+3 तत [नी जीउ) दा नी व:44 (]]) 
का उपयोग संचित त्रुटि ६ (१5, 2, 3, --, ४.) की गणाना करने के लिये करते हैं । परिकलन सारणी 
! में दिखाये गये हैं । 








/205---- 0'0 सारणी 7 
त्र्टियाँ 
हट 272,2,// ] --४7,, € 

0:00 000:0 ><८ 0-# -0000 0000 »८ 0-* 
--0:50 44*6 »८ 0-# 0:8332 [44"6 »< 07# 
--00 66-] »८0-4 0*7574 275-6 9८ 9-4 
--*50 46.0 »८07* 0*707 34] 8 .« ]0-4 
--2'00 ]20-9 »८ 0-* 0:6492 34258 »८ 0-4 
“--2'50 0:3 » 0-7* 0-3775 290-7 ५८ ]0-5 
--3-00 89:0 » 0-* 0-2828 54-] 2८ 0 74 
--3-0 56:6 «८ 07* 0*:]300 76:6 & 054 
--3'20 3-7/ ५८ 07# 00277 £()"4 »< 075 
--3*2 209:6 ८ 0-* 0*0267 30-5 »८ 0-4 
“322 . 28-:5 2:0-* परिगरणित नहीं किया जा सकता 285 $८ 07* 


इस प्रकार त्रुटि पद, /7१--3*22 के लिये, 2850» 0-“ है; और इसलिये « का शुद्ध मान 
क्‍ हद 
3242 पर “2860 हुआ, [6, समीकरण 9'32]। इस प्रकार स्पष्ट ज्ञात होता है कि इसके पूर्व हा 
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काल्पनिक हो जाय, हम /और « के संगत मान के लिये के और भी मान प्राप्त कर सकते हैं ओर तारे 
के अड्धेव्यास का निकटतम मान और भी शुद्धता से निकल सकता हैं। कोई भी £ का शुद्ध मान 
अ्र्तराल को कम कर प्राप्त कर सकता है, परन्तु इसके लिये परिकलन में अंकों की संख्या बढानी चाहिए 
क्योंकि राउन्ड श्राफ त्रुटि प्रत्येक पद के लिये समान रहती है । परन्तु हम यह देखते हैं कि भ्रन्तराल को कम 
क्रना और अंकों की संख्या बढाना यह एक बड़ा दुखदाई कार्य हो जावेगा तथा ग्रभीष्ट परिशाम के लिये 
प्रधिक कार्य करना पड़ेगा । इसलिये यह न्यायसिद्ध दिखाई पड़ता है कि समग्रता के लिये हम श्र शुद्ध 
सूत्र [0, $ 8:8, समीकरण (974) | 
ु 4३+ ++ *; दि 3४70, 47) न (€7+7 ) ] ( ॥ 2) 
का उपयोग करे । 
3. 77:- --0:0] के लिये संख्यात्मक हल : 
हम (4) का हल खोजते हैं जो कि सीमान्त प्रतिबन्धों 
2--] ; न [270 --.॥]7/2 ७ ४-0 (3) 
को संतुष्ट करता है । 
माना 7050, और ८०75» तब समीकरण (8-4) [6] का अनुकरण करते हुये « के भिन्‍न 
भिन्‍त मान ४3, ८3) 5203 539: - ७ 49 तक, संगत ४ के भिन्न भिन्‍न मान /3550'30, //55--०"50, 
॥5०-]:00, ४875--:50,' * * '#,9 तक, के लिये गणना करते हैं । ४ के भिन्‍न भिन्‍न मानों का चुनाव श्रोर 
# के भी, वास्तव में, इस बात पर निर्भर करते हैं कि हम परिकलन के साथ कितना आगे बढ़ सकते हैं जब तक 
कि हा काल्पनिक नहीं हो जाता ; अन्तराल # एक समान हो सकते हैं और नहीं भी । परिकलन सारणी 


2 में दिया गय" है जिसमें ट८, ? और - पट के मान भी निहित हैं । 


70---0:0] सारणी 2 
हल 

[ँ न का 4 0 न श 

0-50 -]768 0-324 0-6065 ]-0690 -366000 

0.00 -0000 0-388 ]-0000 0-7078 0-624300 
--0-50 0-870 0-349 -6487 0-4499 0-252800 
---00 0-6582 0-286 2-788 0-2828 0-04600 
_--50 0-534 5-220 4-487 0-774 0-036200 
-2-00 0495] 0*64 7-389] 0-92 0-0]6900 
--2-50 0-3653 0-]5... 2-820 0-0740 0-004950 
--3:00 0-883 0-073. 20-0850 0:0502 _0-00828 


5 घात वाल लेन-एम्डन समीकरण के तारे के भार तथा अद्धंव्यास के सम्बन्ध में 23 





| द् क्‍ क्‍ का द 4 9 न+ द 
--3-0 0.34. 0:0665. 22980. 00467... 000494 
--3-20 0-3049 0-046. 24-5320 0-0435 0-0024 
-3-2.. 0-3043 0-055.. .५4-790] 0-0432 0-00]92 
-3:22. 03032. 0:.054 . 25-0482 0-0428 0-00]60 
--3- 42 02938. 0-040.. 30-5942 0-0376 0-00078] 
--3-62 02874 0-024... 37-3678 0-0932 0-00059 
न 0-285 8 0-:07.. 4]-2978 0-034 0-000425 
--3:82... 02839 0:00. 45:642 0-0297 0-000394 
-3-87 0-2835 0-007.. 47-997 0-0289 0-00036 
_3-9] 0-28853 0-005.. 49-926 0-0284 0-000294 
-. 3-98 0-2882 0-003. 50-9608 0-0028 0-000089 
--3:94 0-2837 वास्तविक 3:-4804 0:00279 0*000085 
-- 3-95 0-2834 काल्पनिक 


सारणी 2, निर्देशित 2? के अशुन्य मान के लिये, प्रकट करती है कि जेसे |2| बढ़ता है, 8४7--3-95 
पर गन काल्पनिक हो जाता है । लेकिन 8६55--3:94 पर, कर वास्तविक है (जिसको कि पहले से जांच 
लिया गया है) जब कि 0 का मान शुन्य के करीब है। अश्रब स्पष्टतः /॥५5०--3:95 पर, £5552"0000 । 
इस प्रकार हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि लेन-एमडेन (5 घात वाले) समीकरण के तारे का अर््धव्यास 


अवश्य ही असमता 


5]-4804< #_५.७३<:52-0000 (4) 

को संतुष्ट करेगा | ४८० के लिये, भार-पर्द्धव्यास में सम्बन्ध [2, समीकरण 2 | 

(8४2, / (4+#) , .., । 40,]-7% 
9 402 मा] (5) 
(6/६ )?/2 ध़ रा । 
है । समीकरणों (!4) और (5) को एक में लेने पर, हम आसानी से 

5-48 (66%) 2 _ पा गा न हो ८, 6 
बज | | ६ ००5 कब्फक्त ७8... 7० 


प्राप्त करते हें । परिणाम (5) तथा (6) क्रमशः परिणाम (6) और (?) के परिवर्तित रूप हैं । 
क्तज्ञता-ज्ञापन 


श्री जे० पी० शर्मा जूनियर फेलोशिप प्रदान किये जाने हेतु विश्वविद्यालय अनुदान आयोग का 
श्रत्यन्त ही आ्राभारी है । 
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ओराइजा सटाइवा के भुसी के तेल का अध्ययन 
... कृष्णबहादुर 
रसायन विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय इलाहाबाद 
एव | 
रामजी लाल श्रीवास्तव 
रसायन विभाग, यूइंग क्रिक्चियन कालेज (प्रयाग विश्वविद्यालय) इलाहाबाद 


सारांश 


पेट्रोलियम ईथर द्वारा श्रोराइजा सटाइवा (धान) की भूसी से तेल प्राप्त किया तथा तेल में से 
फासफोलिपिड ऐसीटोन की सहायता से पृथक कर दिया गया । अब इस तेल का साबुनीकरण करके 
असाबुनीकृत तथा साबुनीकृत दो प्रभाजक प्राप्त किया गया। साबुनीकृत पदार्थ से प्राप्त अम्लों को ठोस 
तथा द्वव वसा अम्लों में अलग किया तथा इनका मेथिल इस्टर बनाकर कम दाब पर आंशिक झआसवन 
द्वारा कई प्रभाजकों में पृथक कर लिया ग़या। उनकी साबुनीकरण संख्या और आयोडीन संख्या ज्ञात कर 
गणना द्वारा स्टियरिक अम्ल 0:89%, पामिटिक अम्ल 5:06%, मिरिस्टिक अम्ल 5 48% , लारिक 
अम्ल 34724% लीनोलीक अम्ल 6:67 और ओलीक अम्ल 36'66% की उपस्थित ज्ञात हुई । 


3.95६7९9 ८ 


प्रफर 5प्वे> ० पार ० ० 0फॉट डिाउरन शीगड 2०2, 29 फजडाए4 उन्‍त7, (४6९फर्व$- 
एज ॥22८7०ापादग, बाते रिक्याण] 40 5४०००, (०्ययांडएए क्‍02028776४ +ए72 (ए/्लटाप्रंकण 
(068९, एफाएटएआए 0 5]2.02040., .02]727290 


+6 ठंड 32074 क्रपड: 0] छ३8 द्राए३०6ते कं एटफणप्ा ८ंा८ढ। (60:80), ?॥05- 
ए7009705 एक इ5९एक्य्बांद्ते 70% ६76 0| एज बत ताए08 8८९८०४९.,.._ पव्य प6 व्यटत 5 
45 587०फ्रीदत, 7 फाइ4ए०मागिबॉ276 एा470९४ ७४७४ #९४70ए०८0 9७9 कं55० गए ६ 79 वाल, 
जल 889०%ऋा9706 शादा€० छए३8४ (7230९० जाए कोर ॥ज्त००76जं2 बल ते 804 (४९४ ॥9९7०६९१ 
द्विएए बलांत$ छाल €रफएबठाल्व जोडी टाल, पल थि0ए बलंत5 छल उठ्एबाबांलवे 770 इगांतव बसत 
प्रवुषत 8८९०5 ग्यव प6ए जलकर 207एलटतव ा0० खालाए) दशा जरगंदाी जलतल इटएकाथा००१ 
700 ता7िकदा: 78८0075 07 खादब्षए$ 0 7०8 ८०४०ार्न- व5ताक्रितंठम पएत6० 72ट6ैप2९१ 97८5४प्राः८ 
३फ्चढ इथए०्मगारीर0ता बात 70ठकंघर एथपटड ती 2827 +०८४०४५ 295 वैं६टाफ्यांएटतें 80व6 92ए 2७० 
[067 (6 ए/<8४ट7८९ ठ इंल्यायट बलंत 0:89%, एक्ट ब्लंत 6-06%, एलंड7० बलंत 8:48% , 


प्लेट बलवे 34:220 5, संश०ठट बलंत 66% 2्यूव 060० बठंत 36-66% ७८०९ 092776०. 
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0:329 5209० के भसी के तेल का अध्ययन 


पौधों में चर्बी का मुख्य कार्य भोजन जमा रखना है। तेल पौधों के सभी भागों में 
पाया जात, है। लेकिन तेल प्रायः बीजों से ही प्राप्त किया जाता है। हिप्पोफी रामनोआाइडस 
(घाए9००४०० एि0०:०77०068) के छाल से 3% तेल तथा कटिगिस आक्सी एकेन्थस ((॥780७८- 
808-0%7८००४०७) की छाल या हाघानें से भी तेल निकाला गया है। शोब के पश्चात्‌ 
ज्ञात हुआ है कि सागौन की लकड़ी में 5% तथा साखू की लकड़ी में 2%, तेल विद्यमान है । घान तथा 
गेहूं की भूसियों से भी ऋ्रशः 2% और 25% तेल प्राप्त किये गये । यह एक रुचिकर विषय है कि 
चावल में केवल % तेल तथा धान की भूसी में 206 तेल पाया जाता है । बीजों के छिलकों में कीटाणु 
नाशक पदार्थ विद्यमान होने की सम्भावना है क्‍योंकि ये बीजों की रक्षा करते हैं । तेल में फासफोलिपिड 
फासफटाइड, ग्लाइकोलिपिड और सल्फोलिपिड पाये जाते हैं तथा उनमें से कुछ श्ौषधियों के रूप में 
प्रयोग किये जाते हैं। घान के भसी के तेल में सिफेलिन नामक फासफोलिपिड मिलता है जो मस्तिष्क के 
तन्तुओं की वृद्धि करता है। तेल में विटामिन भी पाये जाते हैं, जो मानव शरीर के क्रिया कलापों पर 
नियंत्रण रखते हैं और उनकी कमी से मानव शरीर में अनेक प्रकार के रोग हो जाते हैं। यहाँ अ्रनुसंधान 
द्वारा धान के भूसी के तेल के अ्रसाबुनीकृत भाग में ], डीआक्सीकारटिकोस्टेरोन हारमोन, फेरुलिक 
अम्ल, काप्रोस्टेन ज्ञात किये गये । 


प्रयोगात्मक 


धान की भूसी (0029 890५० £ए०४८) को साक्सलेट में लेकर पेट्रोलियम ईथर के साथ जल 
उष्मक के ऊपर 9 घंटे तक रिफलक्स किया । पेट्रोलियम ईथर में तेल घुल गया तथा इसका आसवन 
करने से तेल और पेट्रोलियम ईथर अलग किया गया। तेल के भाप श्रासवन से ज्ञात हुआ है कि इसमें 
इसेन्सियल अ।यल नहीं थे बल्कि इसमें अम्ल मुक्त अ्रवस्था में विद्यमान था। तेल में इसका 5 गुना ऐसी- 
टोन डाल कर रातभर रख दिया जिससे एक ठोस पदार्थ अलग हुआ जो फासफोलिपिड ( 9:% ) 
था | इसको ऐबसोलुट ऐल्कोहल में घोला। घुले भाग से लेसिथिन तथा अधघुलनशील भाग से सिफेलिन 
प्राप्त हुये । 


उपरोक्त विधि से प्राप्त तेल को शुद्ध कर इसका रसायनिक संघटन ज्ञात करने पर साबुनीकरण 
संख्या “? [45-30, श्रायोडीन संख्या” 59:06, अम्ल संख्या !8:58 और हेहनर संख्या 64'37 वाया 
गया। पूरे तेल (50 ग्राम) को लेकर ऐल्काहलिक कास्टिक पोटाश के साथ इसका साबुनीकरण किया 
तथा असाबुनीकृत भाग (78.50% ) को ईथर में घोल कर पृथक कर दिया । 


साबुनीकृत पदार्थ 


साबुनीकृत पदार्थ के विलयन को ईथर के साथ निथ्क्षित कर लेते हैं जिससे कि बचा हुआ असाबुनी- 
कृत पदार्थ पृथक हो जाय । तत्पण्चात्‌ साबुन के घोल की क्रिया तनु हाइड्रोक्लोरिक अ्रम्ल के साथ कराई 
गई जिसके फलस्वरूप वसा अम्ल अलग हो गये तथा इन्हें पृथकीकरण कीप द्वारा पृथक कर आसुत जल 
से कई बार धोया और इसमें सोडियम सल्फेट डालकर ईथर को सुखाया | ईथर के घोल, का आसवन 
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करके ईथर को अलग कर दिया तथा वसा अस्लों को प्राप्त किया (64'37%) इनकी साबुनीकररा संख्या 
255 और आयोडीन संख्या 3203 ज्ञात किया गया । 


ट्विट्चेल (7५7(८४८॥) के लेड लवण ऐल्कोहल * विधि द्वारा अम्लों को ठोस और द्रव वसा 
अम्लों में पृथक किया जो क्रमशः: 20% और 80% थे । ठोस वसा अम्ल की साबुनीकरण संख्या 93, 
आयोडीन संख्या 30:80 और साबुनीकरण तुल्यांक 2877 थी। द्रव वसा की साबुनीकरण संख्या 
288-83, आयोडीन संख्या 53:20 और साबुनीकरण तुल्यांक 95-50 ज्ञात की गई। 


द्रव बसा अमल का अध्ययन 


8 ग्राम द्रव वसा अम्ल लेकर लेपवर्थ और मोशथरम (7४०:४7०७77) विधि द्वारा (4) पोटेशियम पर- 
मैन्गनेट द्वारा आक्सीक रण किया जिसके फलस्वरूप डाई हाइड्राक्सी स्टियरिक अम्ल (गलनांक 09-707), 
पाया गया । इससे यह निष्कर्ष निकला कि इसमें ओलीक और लीनोलीक अम्ल हैं जबकि लीनोलेनिक अम्ल 
पूर्णरूप से अनुपस्थित है । 


सेथिल ईस्टर का बनाना : द्रव वसा अम्ल के चार गुने मेथिल ऐल्कोहल को हाइड्रोक्लोरिक अम्ल 
गंस से सम्पक्त किया तथा द्रव वसा श्रम्ल को इसके साथ 24 घंटे तक रिफलक्स किया । इसमें सोडियम 
कार्बनिट घोल डालकर श्रच्छी तरह हिलाया। जिससे असाबुनीकृत द्रग० वसा अम्ल सोडियम लवण में 


परिवर्तित हो जॉय । इसे श्रासुत जल से कई बार धोकर सोडियम लवण दूर कर दिया तथा द्रव अम्ल 
के मेथिल ईस्टर को सुखाया जो !"895 ग्राम था। 


उसका आंशिक अःसवन, वेकुश्रम' पम्प की सहायता से 5 मी० मी० दाब तथा 0: से० ग्रे० 
तापक्रम के अन्तर पर चार प्रभाजों में पृथक कर लिया श्रौर प्रत्येक प्रभाज की साबुनीकरण संख्या और 
आयोडीन संख्या ज्ञात की जो निम्न सारिणी में प्रदर्शित है । 








साररगी ४ 
प्रभाज तापक्रम भार (ग्राम) साबुनीकरण गायोडीन 
(से० ग्रे०) * तुल्यांक: संख्या 
] ]55-65 ०-]230 226:50... 3000 
9 65-]75 ०-5485 245-00 . 45-00 
3 _]75-85 9-726 2956-00 48-50 
4. ]85-]95 44264 2०74-87 59-०0 





ग्रासवन में नष्ट मेथिल ईस्टर--0*९4449 ग्राम 


प्रत्येक भाग के त्रसा अम्लों के ईस्टर की प्रतिशत तथा वसा श्रम्लों की प्रतिशत मात्रा गणना 
द्वारा ज्ञात किया जो सारिणी 2 में प्रदर्शित हैं । द 
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ठोस अम्ल का अध्ययन 


ठोस वसा अम्ल (79 ग्राम) का मेथिल ईस्टर उसी प्रकार बनाया जिस प्रकार कि द्रव वसा 
अम्ल का मेथिल ईस्टर बनाया गया था । 65 मी० मी० दबाव पर इप्तका आंशिक आसवन किया और 
07 प्ले० ग्रे० तापक्रम के अन्तर पर चार प्रभाजकों में पृथक कर लिया तथा उनकी साबुनीकररण संख्या 
ग्रौर आयोडीन संख्या” ज्ञात की.जो सारिणी ४ में प्रदर्शित है ; 





सारिणी £ 
प्रभाज तापक्रम . मेथिल ईस्टर साबुनीकरण आयोडीन 
से० ग्रेग).).. का भार (ग्राम) तुल्यांक संख्या 
| 50-60 [-0832 2922-00... 4420 
9 60-]70 3-704 2935-80 38-0 
9 70-80 ]-0288 274-00 33-20 
4 


80-ऊपर 2764 76 2847-20 28:00 





आंसवन में नष्ट मेथिल ईस्टर की मात्रा--0' 000 ग्राम 


कली निनननकनननन-++ +>अकाफमम+त+ मन 





'3००५+कमअकत ना फताफ़म, 


प्रत्येक प्रभाज के वसा श्रम्लों के ईस्टर की प्रतिशत मात्रा औ्लौर वसा श्रम्लों की प्रतिशत मात्रा 
गणना द्वारा ज्ञात की जो सारिणी (४) में प्रदर्शित है । 


इसके पदजात्‌ उपर्यक्त प्रयोगों के आधार पर गणता द्वारा वसीय श्रम्लों के मिश्रण का प्रतिशत 
संघटन ज्ञात किया जो सारिणी (35) में प्रदर्शित है । 


सारिणी 5 


वसीय अम्लों के मिश्रण का प्रतिशत संघटन 





अम्ल का स्टियरिक पामिटिक मिरिस्टिकि लारिक लीनोलीक ओलीक 


नाम ग्रम्ल अम्ल प्र्म्ल श्रम्ल श्र्म्ल ग्र्म्ल 
प्रतिशत . 0.89 9-06 5-48 34:29 6:67 36:68 
सात्रा 





प्रायः तेल में हारमोन नहीं पाये जाते लेकिन धान के भूसी के तेल से 7 डी० आक्सीक। रटिको- 
स्टेरोन नामक हारमोन प्राप्त किया गया जो बहुत हो महत्वपूर्ण है। तेल के भ्रसाबुनीकृत भाग की मात्रा 
अधिक होने के कारण इसका उपयोग उपर्युक्त हारमोन प्राप्त करने में किया जा सकता है। असाबुनीकृत 
भाग से फंसलिक अम्ल और काप्रोस्टेन भी अधिक मात्रा में प्राप्त किये जा सकते हैं । धान के तेल में फास- 
फोलिपिड की प्रतिशत मात्रा श्रधिक होने के कारण इसका उपयोग सिफेलिन तंयार करने में हो सकता 


30 _कृष्णबहादुर एवं रामजी लाल श्रीवास्तव 


है । तेल के साबुनीकृत भाग से स्टियरिक, पामिटिक, मिरिस्टिक, लारिक, लीनोलिक और श्रोलिक ग्रम्लों 


प्राप्त किये जा सकते हैं । 


]. बी० रुचकिन मासलोब । 


2, एन० के० सरकार, जी० चर्टर्जी 
एवं रेनुका बनर्जी । 
3. ट्विटचेल, ई० । 


4. होल्डे, डी० एवं म्यूलर, ई० । 


3. कीस्ट्रफर । 


6. जेमाइसन, जी० एस० * 


7. वही ) 


निर्देश 


शीर० डेलो, ]937, 2, 47 


. जञ० मिशिगन स्टेट सेडि० सोसइटी, !957, 56, 


]45]. 
जनें० इन्ड० केमि० ]92], 3, 806. 


गुफा फिरव्ायांएब0067 ण छलज़्वत० (४००07 जो8 
27वें 599० 790]6 7०५४ »700 ४०5८५, प्रथम 


संस्करण, ]9]5, प्रृ० 343. 


ज० रा० क० अनल० कैंस०, 879; 48, 99. 


“०५९ २2०एए९ थि(8 70 ०57 अ्रमेरिकन केसिकल 
सोसाइटी, मोनोग्राफ सीरीज इन्डियन, एडीसन, 
]948, 389. 


एसोशियेशन, श्राफीशियल, श्रग्नरीकलचर केमिस्ट्स, 
“.0(९0१०व5 07 व्ण्ब्ोएआंक ]925, 287. 


- ै व]3॥3 रि87 542 6 #,#॥0532॥6]93॥ ?3073 
४०. |3, [३०. |, |॥७३7/५ ।970, ?3865५ 3[-36 


समेरियम आइसोप्रोपाक्साइड की एथिल-7-मेथिल एसीटोऐसीटेट 
तथा डाइमेडान के साथ अभिक्रियायें 


एम० हसन, एस० एन० सिश्रा तथा आर० एन० कपूर 
रसायन विभाग, जोधपुर विव्वविद्यालय, जोधपुर 


[प्राप्त--दिसम्बर 46, 968 | 
सारांश 


समेरियम आइसोप्रोपाक्साइड के साथ एथिल--मेथिल ऐसीटोऐसीटेट तथा डाइमेडान को' विभिन्‍न, 
लर श्रनुपातों में मिलाकर पहली बार निर्जेल ट्राइलिगेंडों (लिगेंड"-एथिल--मेथिल ऐसीटोऐसीटेट 
तथा डाइमेडान) को समरियम के मिश्रित आाइसोप्रोपाक्सी लिगंड व्युत्पन्नों के साथ साथ प्राप्त किया गया 
है । जब इन एथिल-!-मेथिल एसीटोएसीटेट व्युत्पन्नों को तृतीयक ब्यूटंताल के द्वारा उपचारित किया 
गया तो इनका आ्राइसोप्रोपाक्सी समूह तृतीयक ब्यूटाक्साइड समृह के द्वारा पुनः स्थापित होते पाया गया । 
मिश्वित आइसोप्रोपाक्सी तथा ब्यूटाक्सी व्युत्पन्न बेंजीन में विलिय पाये गये। अशाभार निश्चयनों से यह 
ज्ञात हुआ है कि क्वथन करते हुये बेंजीन में ये बहुलकी हैं । 
2 णिडाफ्घटा 
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बण्तें कांडरवेंण्ठट,. 99 ४, छं2590, 9. 7९. ५579 270 7. ऐप. 76 ०]0007, (ढायाट०७] ॥,०2072- 
(07765, (फ्राएट:आ(ए छा उ]०50फएफ 
कैगराएक-०प5रहुबाव5 (95-०7 ए--:7९०ए७ 822003९6086 270 ताआाटत076) बठए8 शा 
ग्रगंडठत इ89700705ए ॥8०0वे तल्ल॑सक्वाएट$ णी इब्याबएंपण पे०ए९ ०6६7 ए/ए2००7९८० 007 (96 पि४ (एं77९ 
99 #९६०४॥४8३ 5ायबाधंपाय 48097079०%खांव6 प्यंप ८ए--प्राढाए] 2९०९०2९४८९०. बणवे तींएारत076 
0 कीगलकिदा खाता औबाा05.,.. फट लााए]-] नया बटला०28०९०(४९ तेल्लएथएटड एल ठिपपते 
६0 76ए2087896 [76४७ 4800707059ए 870पए० कांप एढएं3०ए एपा०्ट्रांत८ 870प9 शाीदा ए८थांटत 
जाए ढापंबएए.. >फग्य0.,.._ 76 फ्रांडटत 750097079०5फए ब्याते 9>प०5फए तल्यएशाएटड छत ई0पए0 
(096 ३00०6 79 9दारटएट, ॥०९८पाँ४० जटाश। १९८८०छांग्रबा०0705 57064 (८० (0 06 90फए- 
प्राटा८ 77 7200707४8 0९72९7८ 
लेथाननों के (3-डाइकीटोनों एवं /8-कीटोस्एटर व्युत्पन्नों के साथ इस प्रयोगशाला में जो कार्य किया 
जा चका है ” 5 उसी के श्रागे समैरियम के एथिल-!-मेथिल ऐसीटोऐसीटेट तथा डाइमेडान व्युत्पन्न तेयार 
किये गये हैं । ' हे 
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जब समेरियम आ्राइसोप्रोपाक्साइड तथा एथिल--मेथिल ऐसीटोऐसीटेट एवं डाइमेडान (5,3 डाइ- 
मेथिल !, 3-साइक्लोहेक्सेन डाइओरन) के विभिन्न मोलर अनुपातों में बेंजीन विलयन में अभिक्रियाएँ 
कराई गईं तो वे ऊष्माक्षेपी देखी गयीं । इसके फलस्वरूप 077 (07,2)3-:078):. प्रकार केयौगिक प्राप्त 
हुये। प्राप्त उत्पादों के विश्लेषण के आधार पर इन अभिक्रियाओ्रों को निम्नांकित समीकरण द्वारा प्रदर्शित 
किया जा सकता है : 


577(07,):+< ४8-->59(0?,)-.(४8.)ल्‍-+% है (0. 


(जहाँ. #8.--एथिल-!-मेथिल ऐसीटोऐसीटेट श्रथवा 5-5 डाइमेथिल-, 3-साइक्लोहेक्सेन 
डाइग्रोन ) 


पुनः बेंजीन की उपस्थिति में सरमेरियम के मोनों तथा डाइ प्रतिस्थापित एथिल--मेथिल 
ऐसीटोऐसीटेट व्युत्पन्नों की #-ब्यूटिल, ऐल्कोहल के साथ ऐल्कोहली-भ्रपघटन अ्भिक्रियाओं से संगत तृतीयक 
ब्यूटाक्साइड व्युत्पन्न निभित करने की सुविधाजनक विधि प्राप्त हो गई । इन अभिक्रियाओं को निम्नांकित 
समीकरणों द्वारा व्यक्त किया जा सकता है :-- 


((07,”),579(४%--0.86 ४००८) +ऊपाठप्लन->(08070,(59 (2.8९ ७००८) +- 2 770 
ग्राधिक्य 


(07,089 (8-] १४८ 8८४०)३+3िप08-(0807) $7(५.४९ ३८०४८)७- ४, ९) 
आधिक्य 


एथिल-!-मेथिल एऐसीटोऐसीटेट व्युत्पन्न हल्के पीले क्रिस्टलीय ठोस हैं जो बेजीन में श्रत्यधिक 
विलेय हैं किन्तु डाइमेडान व्युत्पन्न गुलाबी चूर्ण के रूप में प्राप्त होते हैं जो बेंजीन में प्रायः विलेय हैं । जब 
इन यौगिकों को आसवित करने का प्रयत्न किया गया तो ये विघटित हो गये । 


मोनो एथिल--मेथिल ऐसोटोएंसीटेट समेरियम डाइ आइसोप्रापाक्साइड यौगिक का अ्रशा-भार 
ज्ञात करने पर (क्वथनांकमितीयतः) क्वथन करते बेंजीन में यह पंचलक जान पड़ा किन्तु संगत ब्यटाक्साइड 
साइड व्युत्पन्न द्विलक के रूप में प्राप्त हुआ जो दो प्रशाखित तृतीयक ब्यूटाक्साइड समूहों के कारण 
सम्भव है । 


मोनो आाइसोप्रोपाक्सी एवं मोनोब्यूटाक्सी डाइ एथिल-!-मेथिल ऐसीटोएसीटेट व्युत्पन्न त्रिलक के 
रूप में प्राप्त हुये । इनकी सम्भावित संरचना निम्नांकित हो सकती है जिसमें एऐल्काक्सी समूहों के तीन 
आ्रॉक्सीजन परमाण तीन समेरियम अ्रष्टफालकों के साथ सेतुबन्धित होंगे : द 


समेरियम झाइसो प्रोपाक्साइड की एथलि-मेथिल एसीटोऐसीटट तथा डाइमेडान के साथ अभिक्रियाये 33 


८"... हा कक. 
0 कल _77०७+- 0५2 68 
( कि ८ के है 
नली जे ह 
0 कं 2 री के 
अमल 





बटर, # | 26 0०% ०8 
जहाँ --07'' या 00877 


फिर भी अन्य संरचनायें, जिनमें समेरियम की उपसंसोजक संख्या 6 से अधिक हो सकती है, 
सम्भावित हैं । | 


ट्राइएथिल--मेथिल एसीटोऐसीटेट व्युत्पन्न द्विलकी ज्ञात हुआ अतः उसकी संरचना 





१ 0 
4 58 अर ७६“ 
हट हा 0524 ग्ट - ० 


होगी जहाँ दो घातु श्रष्टफलक लिगेंड अणु के श्रावसीजन परमाणाश्रों द्वारा सेतुबन्धित होते हैं । किन्तु 
फिर भी निम्नांकित संरचना की संभावना असिद्ध नहीं होती 


का हा हा ० 
पक दा कि: हर हर 
9 के | 3 कक सम नल ०० 
०.० हि 


जहाँ लिगेंडों के आक्सीजन परमाणुञ्र धातु परमाणु के रिक्त १% . कक्षकों ( आबिटल ) को 
इलेक्ट्रान प्रदान करते हैं जहाँ 








हु का कि अं 
ग्र 8. क हक 
० 2, 
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प्रयोगात्मक _ 


प्रयोग में व्यवहत विधियाँ, अभिकर्मेक तथा वैश्लेषिक विधियाँ पुर्ववर्शित !**९ विधियों के 
समान ही रखीं गई द | 


एथिल--मेथिल एसीटोऐसीटेट के साथ समेरियम आइसोप्रोपाक्साइड की अभिक्रिया !:2 
एथिल-!-मेथिल ऐसीटोऐसीटेट (0:9468ग्रा०) को समेरियम आ्ाइसोप्रोपाक्साइड (*0735पग्रा०) 
के साथ मिलाने पर ऊष्माक्षेपी अ्भिक्रिया देखी गई। अभिक्रिया मिश्रण को प्रभाजी स्तम्भ के अन्तर्गत 
.3+# घन्टे तक पश्चवाहित किया गया तथा'बेंजोन आाइसोप्रोपेनाल के द्विक ऐजियोट्रोप को 72-80” में 
प्ररःएकत्र कर लिया गया। इस यौगिक को प्रह्लासित दाब के अन्तर्गत सुखाया गया । इससे एक हल्के 
पीले रंग का क्रिस्टलीय ठोस (.58 ग्रा०) प्राप्त हुआ जो बेंजीन में विलेय था । 


प्राप्त : ऐ जियोटोप में आइसोप्रोपंनाल 0:38 ग्रा०। जब कि दो मोल के लिये 0393 ग्रा० 


मी की आवश्यकता होगी । क्‍ 
. प्रा हे 570, 30'0% , अण-भार 440. 
परिगणित : 577(077) (6:8&,, 02), के लिये 857०, 30:32% अणभार 496 


एथिल-!-मेथिल एसीटोएसीटेट तथा डाइमेडान के साथ अ्रन्य अभिक्रियायें सारणी ! में 
अंकित हैं । , द 


2. ससरियम मोनों श्राइसोग्रोपांक्सो डाई एथिल-]-मेथिल ऐसीटोऐसीटेट तथा तृतीयक ब्यूटेनाल 
के मध्य श्रभिक्विया 


समेरियम मोनोआइसोप्रोपाक्सी डाइएथिल-7-मेथिल ऐसीटोएसीटेट ('2038 ग्रा०) के बेंजीन 
विलयन में ब्यूटनाल (अधिक्य) मिलाया गया । 


अभिक्रिया मिश्वरण को एक स्तम्भ के नीचे 5-6 घन्टे तक १श्चवाहित किया गया । इससे एजियो- 
ट्रोप मन्द गति से एकत्र हो गया । जब बेंजीन विलेय हल्के पीले रंग का क्रिस्टलीय ठोस (:8 ग्रा०) 
प्राप्त हो गया तो अधिक विलायक को आसवित कर दिया गया । 


एक तुल्यांक ऐजियोट्रोप में आ्ाइसोप्रोपेनाल (0:22 ग्रा०) के पुनः स्थापन' के लिए 0220 ग्रा० 
की आवश्यकता होती है । 


ज्ञात : ७77, <3'0%, अणभार, ]55 
परिगरिषत : 877(0807) (6:98, ,03) के लिये 99, 29480 अणभार 50. 


अन्य विनिमय अभिक्रियायें सारणी 2 में सारणीबद्ध हैं । 
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: लेखकों में से एक (एम० हसन) को सी० एस० आई० आर० से शोध छात्रवृत्ति प्राप्त हुई जिसके 


लिये वे अ्रभारी हैं। राजस्थान विश्वविद्यालय के प्रो० आर० सी० मेहरोत्रा को शोध विषय पर सुझावों 
के लिये एवं जोधपुर विश्वविद्यालय के रसायन विभाग के अध्यक्ष डा० आर० सी० कपुर को शोध सुवि- 
धायें प्रदान करने के लिये हम धन्यवाद देते हैं। 


निर्देश 


. संखला बी० एस० तथा कपूर आर० एन०।  जनें० लेस कामन मेटल्स, [965, 40, १6; 


कनेडियन जन केमि०, 7965, 4$, 369; 
ग्रास्ट्र ० जने० केमि० 967, 20, 685. 


, भेहरोत्रा, आर० सी०, मिश्रा, एस० एन० इण्डियन जने केमि०, 965,3,525;967,5,3 74. 


तथा मिश्रा, टी० एन० । 


, हसन, एम०, कुमार, के० तथा मिश्रा, एस० बुले० केमि० सोसा० जापान (मुद्राणार्थ) (968), 


एन० । 


, ब्रोडली, डी० सी०, हालिम, एफ० एम० ए०, जनें० केमि० सोसा०, [950,3450. 


तथा वाडंला, डब्लु० । 


. मेहरोत्रा, आर० सी०। जर्ने इण्डियन केसि० सोसा०, !084,3/,904, 
, संखला, बी० एस०, मिश्रा, एस० एन० तथा. केमि० एण्ड इण्डस्ट्री, /065,38 2. 


कपूर, आर० एन० । 


४ [7]3॥]3 7?37।[5430 /॥७537॥0॥37 7?3६४7][८3 
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अयस्कों तथा खनिज पदार्थों में परमाणविक अवद्योषण विधि द्वारा 
ताँबे का मात्रात्मक निश्चयन तथा ताँबे के विश्लेषण 


प्र अन्तरातात्विक अवशोषण - 
प्रभाव का अध्ययन 


इन्द्रपाल सिह तथा धर्मेन्द्र नाथ विश्नोई 
भारतीय भूगर्भ सर्वेक्षण विभाग, नागपुर 


| प्राप्त-भ्रगस्त 79,8969 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में श्रयस्कों तथा खनिज पदार्थों में ताँबे के निश्चयन हेतु परमाणविक अवशोषरणा विधि 
का उल्लेख किया गया है । उन समस्त तत्वों का, जिनकी स्पेक्ट्ल रेखायें विश्लेषात्मक रेखा के दोनों श्रोर 
20.2? की दूरी तक पाई जाती हैं, ताँबे के निश्चयन पर श्रन्तरातात्विक व्यतिक्रमण प्रभाव का श्रध्ययन 
पूर्ण रूप से किया गया है । ताँबे के अयस्कों तथा खनिज पदार्थों में पाये जाने वाले अनेक तत्वों की 
उपस्थिति के प्रभाव का भी ताँबे के निश्चयन पर विस्तारपृ्वक श्रध्ययन किया गया है। इस विधि में 
श्रवमिश्रण द्वारा संभावित विश्रमियों तथा विधि की पुनरुत्पादिता की भी जाँच की गई है जो कि सन्‍्तोषजनक 
है । प्रस्तावित विधि, श्रयस्कों तथा खनिज पदार्थों में ताँबे के निश्चयनार्थ बाह्य तत्वों के व्यतिक्रमण से 
सर्वथा रहित है तथा इन पदार्थों में ताँवे के निश्चयन के लिए अत्यन्त उपयुक्त पाई गई है। राजस्थान 
(भारत) से प्राप्त कुछ श्रयस्कों में इस विधि द्वारा ताँबे का निश्चयन किया गया है। 


4एडण्टां 


(ए>पन्तएएगए2 धेैंट९०ऊारंखगातांत०्त ० 2०फुएला गंठ 0725 बातें क्रोष्ण-नी5 9ए 2०2 
बाएडगफुपंण्म डछ०टाए०52ट0फएए गणते डपपरतेए ० ईंत्रपरा-टॉस्कालाए बॉडड०कुएंण.ल  रर्ी्ट ०9 
ढ००एुए०७ए ग्यगोएडांड. 89 पाता ९? ंगडा ग्यव ॥प्रबन्शाट्यत/३ िक्ां ए०१5070, (5९००० ४८० 
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विषय प्रवेश 

प्रमाणविक-अ्रवशोषण विधि का प्रयोग रासायनिक विश्लेषण के हेतु दिन-प्रति-दिन बढ़ता ही जा 
रहा है क्योंकि यह विधि अन्य विधियों से सरल तथा प्रक्ृष्ट सिद्ध हुई है। ” “* परमाणविक श्रवशोषण 
विधि, उत्सर्जन विधि से रासायनिक विश्लेषण के हेतु इस कारंण भी प्रक्ृष्ट है कि इस विधि में ज्वाला के 
ताप विचरणा का कोई प्रभाव नहीं पड़ता तथा यह बाह्य तत्वों के प्रभाव से भी सर्वथा रहित ही है । श्रन्तिम 
उल्लिखित गुण के कारण ही यह विधि अयस्कों तथा खनिज पदार्थों में तत्वों की लघु तथा लेश मात्रा 
ज्ञात करने में, जिनमें श्रनेक तत्व प्रमुख मात्रा में मी रहते हैं, श्रत्यन्त सहायक सिद्ध हुई है । 


पादप भस्म में ताँबे की मात्रा ज्ञात करने के लिए डेविड” ने परम।णविक अ्रवशोषण विधि के 
प्रयोग का उल्लेख किया है । इस सम्बन्ध में उनके अनुसार यह विधि इस कार्य में सन्‍्तोषजनक नहीं प्रतीत 
हुई, इसका कारण उन्होंने तंत्र की कुछ मूल त्रुटियाँ दी हैं तथा उनके श्रनुसार इस विधि से इस सम्बन्ध में 
जो परिणाम प्राप्त हुए हैं वे विश्वसनीय नहीं हैं। जहाँ तक लेखकों को ज्ञात. है, इस विधि का अयस्कों 
तथा खनिज पंदार्थों मे ताँबे की मात्रा ज्ञात करने का कोई गहन प्रयास नहीं किया गया है, इसी कारण 
प्रस्तुत अनुसंघान श्रयस्कों तथा खनिज पदार्थों में ताँबा ज्ञात करने की परमाणराविक अवशोषणा विधि के 
_ प्रामाणीकरण हेतु किया गया है।.. 


... सँद्धान्तिक रूप से देखने पर ज्ञात होता है कि परमाणविक अ्वशोषण विधि पर बाह्य तत्वों का 
कोई प्रभाव नहीं होना चाहिए, परन्तु इस- तथ्य की संपरीक्षात्मक पुष्टि श्रभी पूर्णरूपेणा नहीं हो पाई है । 
यह देखा गया है कि अनेक तत्वों की प्रति प्रचंड रेखायें श्रधिकतम श्रवशोषण को नहीं दर्शाती हैं , इस 
कारण ऐसा प्रतीत होता है कि श्रल्प प्रचंड रेखाग्रों द्वारा भी श्रवशोषण संभव है, जोकि विश्लेषण काये 
में बाधक हो सकता है ! इसके अतिरिक्त कुछ तत्व श्रधिमान्य विक्षुब्धीकरण शअ्रथवा ज्वाला के. ताप इत्यादि 
को गिरा कर अनुसंधानाधीन मूलकों का निष्कासन तथा दमन भी करते हैं। इस कारण ऐसे समस्त 
“संभाव्य तत्वों का प्रभाव जो कि अवशोषण विधि को किसी न किसी रीति से प्रभावित कर सकते हैं, इस 
अनुसंधान द्वारा परिपुूणातया अध्ययन करने का प्रयत्न किया गया है । ग का 


॥] ऐ ः ; डोज 


_संपरीक्षात्मक विधि 


यूवीस्पेक एच 700 . स्पेक्ट्रो फोटोमीटर जिसमें हिल्‍्जर. का... एच. 909/00 परमाणुविक 
प्रवशोषण उपयोजन सम्प्रयुक्त है, अश्रवशोषण के,.मापन के लिये. प्रयुक्त हुआ है ..। संपरीक्षात्मक विधि, का 
ब्योरा वही है जो एक लेखक” ने अपने पूर्व प्रपत्र में दिया है । 
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मापन आरम्भ करने से पूर्व खोखले कंथोड लंम्प को लगभग तीस मिनट तक चला कर स्थिर 
उत्सजंन ग्रॉप्त किया गया था. । लेम्प को समुचित रूप से इस प्रकार संरेखित किया गया था कि. जिससे 
संपूर्णा ज्वाला पर .अ्रधिकतम प्रचंडता प्राप्त हो सके तथा स्पक्ट्रोफोटोमीटर की तरंग आयाम भेरी को 


3247 ४ की रेखा पर रखा गया था। सम्पूर्ण परीक्षण में निम्नलिखित परीक्षण स्थितियाँ स्थायी रूप से 
स्थिर की गई थीं । 


स्लिट की चौड़ाई 0'3 मि०्मी० 

दाब 400 पौ० प्र० व० इंच _ 
गेस जे बरशेन 

गेस दाब॒. .- 2 पौ० प्र० व० इंच: 
लेम्प धारा रे 89 सि० ए० 

फोटो सेल एछ. ए. फोटोसेल 


: सर्वप्रथम 0०50,5 प्व,0 (65.7.) के प्रयोग से ताँबें का प्रामाणिक विलयन बनाया गयां । 
उपयुक्त यौगिक की 0'893 ग्राम मात्रां को आसुत जल में घोलकर इसका आ्रायतन !00 मिली० कर लिया 
गया जिंससे इस विलयन में ताँबे की मात्रा !000 प्रति प्रयुत भाग (0०7०.) हो सके । इस मूल विलयन से 
ही निम्न सान्द्रंता वाले विलयन जिनमें ताँबे की मात्रा 0), 0, 5 तथा 20 प्रति प्रयुत भाग थी बनाये गए 





६2८ 9 |... ड  . १० जज गत 
तौँने की मात्रा भ्ः प्र* भा. में 
॥5; ७, ता कार्यवाठव5 ञ क्‍्ठ वक्र 


एक एक करके प्रत्येक प्रामाणिक विलयन को ज्वाला में फुहार कर प्रत्येक बार श्रवशोषण की माप ले ली 
गई । इंसी अध्ययन से यह ज्ञांत हुआ कि इस विधि में 5 से <0 प्रति प्रयुत भाग वाल ताँब्े के विलयन. का 
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ही अध्ययन संभव है, अर्थात्‌ सान्द्रता सीमा 3 से 40 प्रति प्रयुत भाग है । ताँबे की सान्द्रता तथा प्रतिशत 
ग्रवशोषण द्वारा कार्य वाहक वक्र तैयार किया गया । जिन न्यादर्शों में ताँबे की मात्रा ज्ञात करनी थी 
उनको भी इसी प्रकार ज्वाला में फुहार कर उनका आवशोषण माप लिया गया तथा कायवाहक वक्र की 
सहायता से ताँबे की मात्रा ज्ञात की गई । का्यंवाहक वक्र चित्र ! में दिखाया गया है । 


ए०, १२+, 0०, रिंछ, ?त, $5, 25, ९७9, 7४, 7 59, 5, 5... 7॥9, (एत, ?४, ॥7, शक, 
(0, 8, ०, ४, 0०, ४४४, 28, तथा “० के प्रभाव 


उन ही तत्वों द्वारा व्यतिक्रम संभव है जो न्याद् में विद्यमान होते हैं या उन तत्वों से जिनकी 
स्पेक्ट्रल रेखाएँ चुनी हुई विश्लेषात्मक रेखा के श्रत्यंत निकट होती हैं । ताँबे के अयस्कों तथा खनिजों के 
जो न्यादर्श इस प्रयोगद्ञाला में प्राप्त होते रहे हैं उनमें प्राय: +०, 50, 20, 9, ४९४, (४०, 7१७, #, 
ह, [४, 0०, 7८ तया 77 पाये जाते हैं, तथा ४. 7. 7'. सारणी को देखने से ज्ञात होता है कि ऐसे तत्व 
जिनकी रेखायें विश्लेषात्मक रेखा 3247. के समीप हैं वे इस प्रकार हैं, 2४, (४०, २४४, ९९, 0, पर 
99, 7६, 78, 06, 9७5, 65 8,* ७, ॥॥, 7१, 05, 7.8, 2०, एप, ४४, 770, 90, 09 तथा 709. 
प्रस्तुत अनुसंघान में उन सब तत्वों के जो ताँबे के श्रयस्कों में पाये जाते हैं तथा उन तत्वों के जिनकी 
स्पेक्ट्ल रेखाएं विश्लेषात्मक रेखा 32472”? से 202” की दूरी पर दोनों ओर आती हैं व्यतिक्रमण 


का अ्रध्ययन किया गया है। इस प्रयोग में उपयुक्त तत्वों के व्यतिक्रमण अध्ययन के लिये निम्नलिखित 
विधि काय में लाई गई है। 


प्रत्येक तत्व के यौगिक को जिसके व्यतिक्रमण का श्रध्ययन करना था सारणी 7 में दिए गए क्रमा- 
नुसार तोल कर घोल के विलयन को 00 मिली० कर लिया गया जिससे तत्व का 000 प्रति प्रयुत भाग 
वाला विलयन मिल सके । इस मूल विलयन से श्रब मिश्रण द्वारा 70 से 000 प्र० प्र० भा० 
वाले अश्रनेक विलयन बनाए गए तथा प्रत्येक तत्व के लिए एक-एक करके व्यतिक्रमण प्रभाव काश्रध्ययन 
किया गया । प्रत्येक परीक्षित तत्व के 0 से 000 प्र० प्र० भा० के अनेक सम्मिश्रणों से 2 मिली० विलयन 
लेकर ताँबे के 0 प्र० प्र० भा० वाले 8 मिली० विलयन से मिलाकर अ्वशोषण को मापा गया। 
ताँबे का 0 प्र० प्र० भा० विलयन इस कारण लिया गया है क्योंकि यह कायवाहक सीमा के लगभग 
मध्य में श्राता है। ताँबे के 8 मिली० विलयन में 2 मिली० पानी मिला कर एक निरंक विलयन भी 
बनाया गया तथा इसके भी अ्रवशोषण का प्रमाणीकरण किया गया और उपर्युक्त तत्वों के सम्मिश्ित 
विलयन के भ्रवशोषण की इस निरंक विलयन के श्रवशोषण से तुलना कर यह ज्ञात किया गया है कि 
इन तत्वों की उपस्थिति का ताँबे के भ्रवशोषण पर क्या प्रभाव पड़ता है। जैसा कि पूर्व प्रपत्र में 


दिखलाया जा चुका है * प्रायः 50००. 9०7८ श्रेणी अथवा 0. 7२. श्रेणी के रसायनों को ही इस कार्य 
में प्रयुक्त किया गया है जो ताम्र से रहित थे । 


# इस अनुसंधान में 9, 7/, ७०, प्‌", 05, 7,& तथा श्रन्य ००८ ००:४४ के विश्लेषण पर 
प्रभाव का श्रध्ययन नहीं किया जा सका है 


अयस्कों तथ। खनिज पदार्थों में ताँबे का मात्रात्मक निरचयन 4 ] 








सारणी ] 
क्र० सं» तत्व कल व्यतिक्रमण अ्रध्ययन . योगिक हक 33 20 हुई 
530 000 प्रति प्रयुत भाग है 

. ८ 0: ]44 ग्रा० 96५ (0) (57052. 9प7०) 

की प 0* 446 ग्रा० पा 850,. 68, 0 (6. ९.) 

55 (0 0. 40% मग्रा[० (0 (॥५. 6 9,0 (4. १२.) 

४० ॥0488। 0' 2886 ग्रा० ५ ४० (0, (3.7२.) 

कप एव 0: ४67 बग्र[० ([पत,)५ ?0 (0, (59९०.०८०८) 
6. 50 (' |00 आ० 090॥,. 29,0 (6. 7२.) 

के 8 0" ]24 ग्रा० “7५ (5.२.) 

8. 5 0" 08 ग्रा० ?00 (<. 7१) 

9. प८ 0: ]25 ग्रा० परर0, (89००, एपट) 

0. पु 0* 67 आ० प्र५0, (896०. 9एए८) 

५ 50 0' ]26 ग्र 59५0, (596०. एण/ढी.. 

॥2:; »)। 0 2[4 ग्रा० ७70, ((77५४६०5) 

83. बुक 0 ॥2] ग्रा० 79,(00५ (59०८. 7००) 

]4., (व 0: ]74 ग्रा० (१0 (596०. एपफ८) 

।2% “मे 0 0. 228 म्रा० (प,), 7 (6 (७0८८. 0ए/८) 
6.. हर 0- 247 ग्रा० (पल); 7 0५. छ,0( ,, ) 
[7 ।१ 0* 346 ग्रा० (एप्न,); रिए0. सतत, 0 

ग क्‍ (076८. 9पा6). 

(8.. ५ . 0: 263 आ०» 8,९५0, (७. ९.) 

[9. . ४ 0- 88] गआ० ए७,४८०0,. 08,0 (6. २) 
०0, कट] 0* 254 ग्रा० ४०५ (5.7२) 

2.. र्‌ 0:9] झा० एटा (952?.) 
22. ( 0" ]40 ग्रा० (8९) (5.7२.) 
28: - ७8 -0* ]66 ग्रा० ४० (5.7.) 
24. ५8 0- [57 गआरा० 32 ९०0, (6. ४.) 
95... ग्र 0: प8] ग्रा० पता, 5. 0, (856०. 0एए८) 
26... ०४] [- 767 ग्रा० 80, (850,),. 6 छ,0 (5.7) 
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न्यादर्शो का विरचन 


द्रवण, पाचन तथा अम्ल से संत्पंण इत्यादि की सामान्य विधियाँ” ही जिनका अ्रयस्कों के विश्लेषण 
हेतु किया जाता है, न्‍्यादर्श के विलयन विरचन में प्रयुक्त की गई हैं । 


साररणगी 2 


ताँबे के परमाणविक श्रवशोषण पर 765, र, (०, ४७, 26, 870, (७, 7४8, 
83], 20, 26, ॥०, 7४५, 59, $&, 79, 006, 9६, 770, +७, (४5, ४ 
५०७, 5, ७8, तथा “० के व्यतिक्रमण प्रभाव का अध्ययन 


५ 


ज+ अहण- 3 नल स७ #2०आजत-नाननजातक ताजा तेल -+न 3 पनक नम3/७9 ५०५७५ था कक ७४-34 आलम न कक 3पाक का. /+ कक" हम कक ७ स्‍सामघआ३०॥७क सर न-५8 * ३ + कैम तन4भ8 “कक + +- “० के ैलप१« कह ० । ३०७०७७४५०३४७० «६८५ ४६ तक स++५५३)/8५+॥ 3 ॥4५4 3: 434: ७५ >+न्‍क्‍लकत ४3७४७ ]२:४७.५ ७९-२३ ७-०७४३-०००+#घक, ५ 2 जरताबाप ३० सकक+&त४के ०५ ५७७५ 342०0 फध "ममनेलक-फापता 5 १ ३ ९०२ ३ ०२७॥#३-०३०२/त8०/१९०० ०३३ +०आ७०+काक कर 3३०0) ॥ #3॥/ ५ ७॥७५4 ७०७७७ ५१०७७६ ६७७५ ।४५०+ २.कैक॥क 4००५ +त्प(कत ।0० 4२१७ ॥४७॥|कक्रिनकप्रेक्त जे जार ५.५2 त्षप्य, ७ ॥५७ 


तत्व जिसका परिणामी विलयन तत्व जिसका परिणामी विलयन 
व्यतिक्रमण में प्रष्ययनाथ. प्रतिशत व्यतिक्रमण में श्रध्ययनारथथे प्रतिशत 
ग्रध्ययन तत्व की मात्रा अ्वशोषण  ग्रध्ययन तत्व की मात्रा प्रवशोषण 
किया गया किया गया 
7६ 0 प्र०प्र०भा० (नि० वि० ) 6.0 रह 0 प्र०प्र०भा० (नि० वि०) 0.0 
0 प्र०प्र०भा० 6.0 [0 प्र० प्र० भा० 6,0 
90 हि 6.0 20 हि 6.0 
000  ,, 6.0 00 ५; 6.0 
200. ,, 6.0 200 की 6.0 
(0 0 प्र०प्र०भप० (नि०वि०) 6.0 7) () (नि०वि०)प्र०प्र०भा० 5.) 
0 प्र० प्र० भा० 6.0 ]0 प्र० प्र० भा० 5.5 
920 ,, 6.0 90 हि 5.5 
]00 ,, 6.0 00. न 5.5 
200 ,, 6.0 200 है 5.5 
श्त्‌ () (नि०वि०)प्र०प्र०भा० 6.0 57) 0 (नि०वि०)प्र०प्र०भा० 6.0 
0 प्र७ प्र० भा० 6.0 0 प्र० प्र० भा० 6.0 
20 ,, 6.0 20 ,) 6.0 
]00  ., 6.0 00 है 6.0 
200 ,, 6.0 200 हा 6.0 
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तत्व जिसका परिणामी विलयन तत्व जिसका परिणामी विलयन 
व्यतिक्रमण में अध्ययनाथ तत्व. प्रतिशत व्यतिक्रमण में श्रध्ययनार्थ तत्व प्रतिशत 
अध्ययन की मात्रा ग्रवशोषण . प्रध्ययन की मात्रा ग्रवशोषण 
किया गया किया गया' क्‍ 
ख़्ण 0 (नि०्वि०)प्र०प्रभ्भा०ण 5-5 ॥500। 0 (नि०्वि०)प्र० प्रभभा० 6.0 
0 प्र०प्र०्भा० 5.5 0 प्र०प्र०भा० 6.0 
90 हू 5.5 90 हि 6.0 
]00.. . $, 5.5 ]00 . ,, ... 6.0 
०00 डे 55 200 आ 60 
प& 0 (नि०्वि०)प्र०प्र०्भा० ०.5 हक 0 (नि०्वि०)प्र०प्रभ्भा० ९.0 
]0 प्र०प्र०भा० 5.5 0 प्र०प्र०»भा० 6.0 
20 गन 5.5 ०0 हा 6.0 
]00 है 5.5 ]00 हि 6.0 
200 8, 5.5 200 मे 6.6 
8 0 (नि०वि० )प्र० प्र'भा० 2.0 ७ 0 . (नि०वि० )प्र०प्र ०भा० 5.0 
0 प्र० प्र० भा०ण 3.0 0 प्र० प्र० भा० 5.0 
20 5.0 90 ह 5.0 
]00 हि 5.0 ]00 हि 5.0 
०00 हा 5.0 900 हि 5.0 
|| 0 हे 6.0 (0 0 हर 5.0 
0 के 6.0 ]0 हि 5.0 
90 शत 6.0 20 हि 5.0 
00 हे 6.0 00 ५ 5.0 
200 कै 6.0 200 के 5.0 
4] 0 गा 6.0 १६ 0 गा 6.5 
0 हि 6.0 ]0 हर 6.5 
20 ४! 6.0 20 6.5 
]00 हे 6.0 00 हिल 6.5 
०00 ३४ 6.0 200 का 6.5 
पल 0 है 6.0 ॥१३॥| ही, «४ % 5.5 
व0 हे 6.0 ]0 कक 5.5 
20 ही 6.0 ०0 म 5.5 
00 के 6.0 00 गे 5.5 
०00 हर 6.0 900 की 5.5 
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जप ७० «« ॥ तन अटमककलअ-प]त-प गत कनतकनननननन ....+ + >-कंक न हे. ५-केननक- के ननन पट -बब मेडन» 3-५ ज+ + शनिनननीनकना न जकन-प सन भतामाक के न ने नानओलकनमन कक हट क०। जी 59 ॥७॥ है» *+ ह २7 कक । वविलत पड आर, हजलतक 39) $ ५५७८ आरके 7 ५ 
हक कं रु ७ 
१ है पु + जी] 


तत्व जिसका परिणामी विलयन-..... .. तत्व जिसका |  परिणामी विलयन 
व्यतिक्रमण में श्रध्ययनाथ तत्व. प्रतिशञअ॒. . वग्यतिकमण .. में श्रध्ययन तत्व प्रतिशत 
ग्रध्ययन की मात्रा '. अवशोषण अध्ययन की मात्रा. 'अवशोषण 
किया गया .,. . -« प्‌. किया गया 8 8 पक हे 


रा भय ककंग्रकिअलके: था+८७०५७७)८९००४०मकट 4 भवकाके मकान 33 का #04७६४/७३ अत ४९००4.» ४९४२:३४ ;सज- १0४४३७॥१६१०३७/ना का ात१५०७४०३००४७ ६४५ 4९७+ _+ 


( 0 (निग्विग्)फ्रण्प्रन्‍्भा० 55... 8 0. (निग्वि०) प्र०्भा०. 5.5 
80 प्र० प्र० भा० 00) था 0 प्र० प्र० भा० 052 
20 हर हम. 90... 5.5 
[00 5.5 . 00 . .,, _ठ5 


0 अल 5... 8 का आज क 5.5 


ब। 0 ० 5.5 छू 9... 30 7 0.0 
: ]0 जेट 5.5 ह [0.. 2 की 6.0 
20 पका 5308 ३ के 20 , कर 6.0 

]00 5.3 00 हि 6.0 

५402४ 57 बह, 2 52] न्‍ (कक लि. आओ 6.0 


(02 के पय 6.0 हु... 0 शा 6.0 
]0 के 9.0 के 0' हा 6.0 

90. हे 6.0 हे 90 ही 6.0 

00 पा 6.0 00 है 6.0 

200 है 6.0 हो 200.. ही . 6.0 


. .. है 0. पक 9.5 
की थ ]0 कि 8.5 
2] 90: जार 5.5 
00 ३ 5.5 
200 हि 5 


0. कप 
20. मर 
00 हा 
हे 200: पा 


'ल्‍ल्‍७७७७७७७७७॥८४७४एर"एश्र"॥"(/"श"नश"शशरा॥७॥७७॥७७७७७७॥७॥७॥॥७७७७७ ।७७७७७७७७७७/॑॑ाााध था शा नि 


ण्फ़ा 
# क्र 


झा €ड्रा ह 
णछएा छा छा 


हे ल्‍न्‍लकर बैग. 


सारणी 3 (श्र) 
न्यादर्शों में ताँवे क। निश्चयन 


७७७७७७७७७७७७७७७७७॥७॥७////एशएश/श"श'श/श/श/श/"/शशशशशाा इक लआ ललअ नकल सा आअल इस काका कक तश भा इअइ भला 2, मन थम नल जज बज फल 


प्रमाणित विलयन में ताँवे की' मात्रा प्रतिशत श्रवशोषण 


० हि 


बक+ >बक अडफलना ७06 2०२०६ ब० ३० ७५ हा 


पा मत लक लक ० मत ली र 


नि 
| 
दर 


50 श० प्र० भा० 
' 0:0... » "४+ ' 
श 35:0 5 593 20 ५: 
200 ४ 


$ अ हम 
बीए किक 





३. मास कतह»५५ न ललकन-न न नल नानन न आकलन कला कतग टगन 4०० कक पाक +७३७४४.५७५३९५+»०-++--०० «०. 


न्यादर्श 
संख्या 


वह 


2/8 . .. 


3/8 
4/8 
5/8 
6/8 
7/8 
88 
9/8 
0/8 
[8 
]2/8 
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सारणी 3 (ब) 





किला बन आभ ५ जजनननन-नजन कल जनक लिलन >ण 3७+७--...नतनत तन---. न संकलित मन ननननन_तनन भानन-+ ५) न नानी नम ५१०4 भन+ मम» «»+3+3 3 मनभकथकक ५ ञ भनकनकक.. दल 





अवमिश्रण . प्रतिशत विलयन में ताँबे की मात्रा न्‍्यादर्श में ताँबे 





गअवशोषण (कार्यवाहक वक्र द्वारा) “की मात्रा 
2... [5 .. 6:5 प्र०्प्र०ण्मा० 3370 प्र०प्र०्भा० 


] ५ 00 6.0 
] 9-0 गे , ]2.5 ,, 
]/4 6-5 *.. पृ&ठ ,, 54-0 
/2' ' 575 के आन 20-0 
[5 . 70 95 . ,, कुक 
2075 85 58 7 23-0 
]/2 7 8-0 [0 5 92-0 द 
] : ' 6-0 .. पछ+ 7-5 है 
]/2 . 9-5 [8 9780. 

]/2 | १[-5 [6:5'" ,, अत 2 

/4 90 ]95 - 50-0 


433०झ ३७ कम++क+कक+- अजकत--2८-क+++०५ + खाक: आकापन>प्रा फमानमपम॥. परक्कुक रन उनके: साऊ कक पश्ककक फ़लनाज-जा स्क: एकज+उ+- पक परे +०क+-ककन+ की “2कम थलन-नकजममं«का - )अ. खनन 


» 38 . | द 46:0 59 


साररणो 4 
प्रवमिश्रण त्रेंटि की जाँच 


क्र. सं० मूल विलेयन में. अ्वर्मिश्रण का विलयन में ताँबी. ताँबे की निश्चित की 
_ताँबे की मात्रा श्रनपात की गरुणक भात्र. हुई मात्रा 


]0,000 प्र० प्र० भा० ]000 ... ]0 .. -ज्ञ० प्र० भा०. 0 प्र० प्र० भा० 


5,000 95 000 5 239 0) 3) 


( ] 


मर व जमह4 कर कम हा 
]0,000 हर ०(0))0 शाप है पु मे 


0,000.. ».. 590 20.» 20 
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न्यादर्श 
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|8. 


सारणी 3 


पुनरुद्गारण जाँच 


क्र- सं प्रतिशत ताँबे की निश्चित प्रतिशत 





ग्रवशोषण की गई मात्रा अवशोषण 
प्र०प्र०भा० में 
] ]]-5 6-5 ]]-0 
2 ]-5 6:5 ]]:0 
3 ].5 6.5 ]0 
4. -5 6-5 ]]:0 
5 ]]-5 6-:5 "0 
6 ]]-5 065 ]0 
7 95 6'5 ]"0 
8 ]-5 ]65 -0 
9 ]-5 65 ]]*0 
0 ]-5 ]6"5 :0 
सारणी 6 


28 


ताँबे की ज्ञात प्रतिशत 


3/8 


वक48-+ ० पलट नमन 4>4क ककेक- कपककात कक लनद्ाम-९०अलव नि -कनतक क कक पक 


ताँबे की ज्ञात 





गई की मात्रा श्रवशोषण की गई मात्रा 


प्र०प्र०भा० में प्र० प्र०भा० में 
6:0 9-0 ]2,5 
60 90 2"5 
36'0 90 2'5 
6'0 90 ]2'5 
36'0 970) 2'5 
]6:0 9-0 9'5 
6'0 9-0 2.5 
]6:0 ५०0 2"5 
6:0 9-0 ]2*5 
76:0 9-0 (27 8 


6, #।, ७४, (9, ७ तथा ० की अधिक मात्रा द्वारा ताँबे के व्यतिक्रमण पर प्रभाव 


0 प्र० प्र० भाग (निरंक विलयन) 


०,000 
2,000 
2,000 
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उपर्युक्त विधि श्रयस्कों में ताँबे के निश्चित करने हेतु अत्यंत उपयोगी सिद्ध हुई है । विशेषत: इस 
विधि द्वारा श्रल्पांश में उपस्थित ताँबे का अ्रति सुगम रीति से विश्लेषण किया जा सकता है| यदि विलयन 
में ताँबे की मात्रा (5 से 20 प्र० प्र० भा०) अ्रधिक होती है तो मापन से पूर्व अवमिश्रण द्वारा उसे कार्ये- 
वाहक सीमा में लाया जा सकता है | जेसा कि सारणी £ में दिखालाया गया है अवमिश्रण द्वारा त्रुटि की 
मात्रा नहीं के बराबर होती है । ही 


डेविड" ने परमाणविक श्रवशोषरा द्वारा ताँब तथा लोहे की मात्रा पादप भस्म में निकालते समय 
परिणामों को श्रल्प संवेदनशील तथा अल्प विश्वसनीय ठहराया था। उनके विचार से पादप भस्म 
में लोहे तथा ताँबे के विश्लेषण के लिए यह विधि सनन्‍्तोषजनक नहीं हैं, परन्तु हमारे प्रयोगानुसार इस 
विधि से निकाले गए परिणामों की संवेदनशीलता तथा विश्वसनीयता उत्तम प्रतीत हुई है । 


विधि की पुनरुत्पादिता की जाँच करने के हेतु तीन न्यादर्श, जिनमें ताबे की मात्राएं भिन्‍न भिन्‍न 
थीं, लिए गए तथा उनके प्रतिशत अ्रवशोषण एवं ताँबे की मात्रा को दस दस बार निकाला गया। ज॑ंसा 
कि सारणी 5 में दर्शाया गया है प्रत्येक न्यादर्श की दसों मापों में कोई अ्रंतर नही मिला है । इससे प्रत्यक्ष 
सिद्ध होता है के इस विधि की पुनरुत्पादिता उत्तम है । 


जिन तत्वों की स्पेक्ट्ल रेखायें विश्लेषात्मक रेखा के निकट पाई जाती हैं तथा जो श्रन्य तत्व ताँबे 
के अयस्कों में पाए जाते हैं उन समस्त तत्वों के व्यतिक्रमण प्रभाव का विस्तारपूर्व क श्रध्यन किया गया हे । 
प्रक्षण सारणी 2 में दिए गए हैं। यह देखा गया है कि यदि ताँबे तथा इन तत्वों की मात्रा का अनुपात 
[:25 तक हो तो इनके उपस्थित होने से मापन पर इनका कोई प्रभाव नहीं पड़ता। ताँबे तथा श्रन्य 
तत्वों का यह श्रनुपात इस कारण चुना गया था कि सामान्यतः ताँबे के अ्रयस्कों में इस अनुपात्न 
की मात्रा श्रर्थात्‌ !:25 से साधारणतया कभी श्रधिक नहीं पाई जाती है। परन्तु कुछ श्रन्य 
खनिज पदार्थों में जहाँ ताँबवा केवल लघु तथा लेश मात्रा में ही पाया जाता है, यह अनुपात 
ग्रधिक भी हो सकता है । इस कारण कुछ तत्व जो इन खनिज पदार्थों में ताँबे के साथ श्रधिक मात्रा में 
पाये जाते हैं व्यतिक्रमण का अध्ययन ताँबे तथा तत्व के :200 के अ्रनुषत में किया गया है। ये ब्ल्व 
सामान्यतः 7०, 4), /४९, (७, &7 तथा ० हैं । सारणी ० में दिए गए परिणामों सिद्ध होता है कि 
इतने श्रधिक अनुपात पर भी इन समस्त तत्वों द्वारा व्यतिक्रम शुन्य ही रहता है । इससे यह भली भाँब्रि 
सिद्ध होता है कि यह विधि श्रयस्कों में ताँबे के विश्लेषणार्थ किसी भी श्रन्तरातात्विक व्यतिक्रमण से सर्वथा 
रहित है तथा इसकी पुनरुत्पादिता भी उत्तम है । 


परीक्षात्मक भ्रवस्थाश्रों को इस प्रकार प्रामारिक तथा स्थिर किया गयः है जिससे ताँबे के विश्लेषस 
में ग्रधिकतम संवेदनशीलता तथा परिशुद्धता प्राप्त हो सके । प्रस्तावित विधि को राजस्थान से प्राप्त ब्राँबे 
के अयस्कों में प्रयुक्त किया गया । कार्यवाहक वक्र ताँबे के प्रभावों के 5 से 20 प्र०प्र० भा० के परिसर में. 


(5 इन्द्रपाल सिंह तथा धर्मेन्द्र नाथ विश्नोई 


ताँबे की मात्रा तथा प्रतिशत अवशोषण में बनाया गया है तथा इसी की सहायता से न्यादर्शों में ताँबे की 
मात्रा निकाली गई है । परिणाम सारणी 3 (श्र) तथा 3 (ब) में दिए गए हैं । 
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फास्फेट आयन प्रजाति की प्रकृति हारा मिद्दियों में 
फास्फोरस का अभिग्रहण एवं वितरण 


शिवगोपाल मिश्र तथा बेजनाथ प्रसाद गुप्त 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--दिसम्बर 4, 9639 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोध-पत्र में काली, लाल तथा लंठेराइट तीन प्रकार की मिट्टियों का प्रयोग किया गया है । 
प्रत्येक मिट्टी के साथ पाइरोफास्फेट आयन द्वारा फास्फेट अभिग्रहणा क्षमता (70५) आर्थोफास्फेट की 
अपेक्षा अधिक पाई गई | इसी प्रकार का परोणाम इन श्रायनों द्वारा ग्रहीत फास्फोरस के वितरण पर 
भी पाया गया । इन दोनों प्रकार के फास्फेटों के साथ लाल तथा ले टेराइट मिट्ठियों में क्रशः निम्न 
परिणाम प्राप्त हुए हैं-- 
(0) #७-? > &]-? > ८५-? . (लाल मिद्ठी के साथ) 
(0) क७-? > 53-? >> (४०- (लेटेराइट मिट्टी के साथ) 
किन्तु काली मिट्टी के साथ ४,९०0, तथा £,?,0, फास्फेट द्वारा क्रमशः निम्न प्रकार के 
परिणाम प्राप्त हुये-- 
() &-7 > 0४-२० > 7#९-? 
(7) (७-९ >> -? >> ४८-४९ 
3905६7"2 ८ 
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मिट्टियों में फास्फोरस का अभिग्रहणा एवं वितरण 53. 


(0) ऊ#€-ए? >> 35-7 >> (४०-? 7 १९० 5075. 
(7) #6€-? >> &-7? >> (४७-९२ | 4,8८०६४८ 50], 
प्रि०0थटए००, ६96 #ट5प्रा5 692ंप्रटते #0ठमख क4८८ इगी5ड जाए वाॉलिलका एग0भुश॑रल 407 
32०2268४ 27४ 88 [0]7098 :-- 
() शा? >> (एब-ए >> #९-? (शाफ् छात,?0,) 
(पद) (७-९ > 5-7? >> #€-? (छा &,?,0.) 


ऐसा देखा गया है कि मिद्ठियों में डाले गये फास्फोरस उर्वरक से पौधे फास्फोरस के अ्रल्पांश का 
ही उपयोग कर पाते हैं । उसका अधिकांश मिट्टी द्वारा अभिग्रहीत हो जाता है। यह 'फास्फोरस! अभि- 
ग्रहण कहलाता है । 


यह सवमान्य है कि कम पी-एच पर फास्फोरस मुख्य रूप से ९५०४ के कारण प्रभिग्रहीत होता 
है । अधिक पी०एच में 9 मुख्य रूप से (४०-? के संयोग में श्रभिग्रहीत हो जाता है। पटेल तथा 
विश्वनाथ ने फास्फोरस अभिग्रहणा का अध्ययन करते हुये इस बात की पुष्टि की कि काली मिट्टी में पी ० 
एच 20 के आसपास फास्फोरस का अधिक मात्रा में यौगिकीकरण होता है । 


फास्फेट उबंवरकों के बढ़ते हुये उपयोग को दृष्टि में रखते हुये यह सोचा गया कि यदि श्रार्थों तथा 
पाइरोफास्फेट--इन दो प्रजातियों को प्रयुक्त करके विभिन्न मिदट्टियों के साथ अ्रध्ययत किया जाये तो 
उससे भविष्य में नवीन फास्फोरस उवरक के प्रयुक्त किये जाने की सम्भावता पर प्रकाश पड़ सकता है। 
एतदर्थ प्रस्तुत अध्ययन किया गया क्योंकि अ्रभी तक फास्फेट आयन की प्रजाति सम्बन्धी अ्रध्ययत नहीं 
हुये हैं । क्‍ 

प्रयोगात्मक 

प्रस्तुत श्रध्ययन के लिये लाल, काली तथा लेंटेराइट मिट्टियों को चुना गया। इनके सतही नमूने 
एकत्र किये गये । लाल मिट्टी के नमूने मिर्जापुर, सुक्रीत, रीवाँ, पन्ना, छतरपुर जनपदों से, काली मिट्टी 
के नमूने बलिया, गयपुरा, बिरहा, रीवाँ तथा सतना जनपदों से तथा लेटेराइट मिट्टी का एकमात्र सतही 
नमूना भुवनेश्वर (उड़ीसा) से प्राप्त किया गया। प्रस्तुत भ्रध्ययन में फास्फेटीय यौगिकों को आर्थों (8,7०0, ) 
तथा पाइरोफास्फेट (?,०,/”) झ्रायनों के रूप में प्रयुक्त किया गया हैं । इन मिट्टियों का रासायनिक 
विश्लेषण जँक्सनः द्वारा दी गई विधि से किया गया. (देखें सारणी ) । मिद्ठियों के मूल श्रकाबंनिक 
फास्फोरस ( ०४४०८ ? ) तथा अभिग्रहीत फास्फोरस का भो विश्लेषण जेक्सन विधि द्वारा किया 
गया है ( देखें सारणी ,2,3,4,5 तथा 6 )। इन मिट्ठियों के निष्कर्ष में फास्फेट का निर्धारण रख्भमापी 
विधि द्वारा सल्फोमालिबिडिक अम्ल तथा क्लोरोस्टेनसः अभिकमंकों की सहायता से जक्सन विधि द्वारा 
किया गया । 


डाले गए फास्फोरस का अ्रभिग्रहण 


फास्फेट अंभिग्रहरा| (7९८८०४००) ज्ञात करने के लिये &प्त,?0, तथा &(?,0, के 30 97० ४ 
विलयन तेयार किये गये । + ग्राम मिट्टी के साथ 5 मिली० विलयन को बीकर में डाला गया। । घन्दे 


जब्त आमने जन प्पाययय पएपिपतपत8पआगआ4पणणण प्ै्ै््भ#/+ न 
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सारणी 6 


मिट्दियों द्वारा श्रभिग्रहोत 9 का वितरण 











लेटराइट मिट॒टो अ्रभिग्रहीत री श्रभिग्रहीत का वितरण ( ०१९९ ) प्रतिशत 

भुवनेश्वर (उड़ीसा (9777) खत? 2-7? #-?९ 0०-९० अभिग्रहीत ९? 
(&छ,?0, प्रयोग करने पर) [09"0 9.0 30क्‍.0 500. १0-:5 42-0 
]42-0 8-8 545. 68-8 70 56 8 


(&,९,0, प्रयोग करने पर ) 
ग्रभिग्रहीत 7? का वितरण प्रतिशत उपलब्ध अनुपलब्ध 
व". 82807. #८-? (०-० प्रतिशत प्रतिशत 


(छप्त,ए0, प्रयोग करने पर) 855. 285. 475 99 95-98 4-7 
पड. आज ज जाओ का) 48०० 
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(8 ,९,०, प्रयोग करने पर) 67] 


न नतलाकधननाना-त वलभ+ककभा ७१० 


नोट :-मिट्टी के मूल ? की प्रत्येक दशा में घटा दिया गया है 


तक हिलाकर लगभग 9 घन्‍्टे तक रहने दिया गया । इसके पदचात्‌ फास्फेट युक्त मिट्टी को बुकनर कीप 
की सहायता से पृथक किया गया । प्रत्येक बार मिट्टी को 3 मिली० आसुत जल से घोया गया। फिर इसी 
मिट्टी को उसी बीकर में करके उसमें +0-9, ह)-४, ०-7 तथा (०-९ का निश्चयन चेंग तथा जेक्सन 


विधि द्वारा किया गया । 
विवेचना 

प्राप्त परिणामों के आधार पर यह॒ पता चलता है कि फास्फेट अभिग्रहणा पर जिन मुख्य कारकों 
का प्रभाव पड़ता है उन्हें निम्न शीर्षकों के श्रन्तगंत रख सकते हैं-- 
(क) सिट्टियों के ? अ्भिग्रहण पर फास्फेट आ्रायन का प्रभाव 

प्राप्त परिणामों से ज्ञात होता है कि प्रत्येक मिट्टी में फास्फेट अभिग्रहणा पाइरोफस्फेट की उप- 
स्थिति में श्रार्थोफास्फेट की अपेक्षा अधिक होता है| फास्फेट अभिग्रहण (प्रतिशत औसत) के श्रनुसार इन 
'मिद्दियों को निम्न प्रकार से क्रमबद्ध किया जा सकता है-- 
पाइरोफास्फेट की उपस्थिति में:--- द 

काली मिट्टी (82'7%) >> लाल मिट्टी (65:6%/) >> लंटेराइट मिट्टी (56:8% ) 
 आ्रार्थोफास्फेट को उपस्थिति में :-- 

काली मिट्टी (77:2%) >> लाल मिट्टी (45:26) >>लेटेराइट मिट्टी (20%) 


(ख) फास्फेट आयनों का विभिन्न अकाबंनिक रूपों पर प्रभाव 
द फास्फेट श्रायन की दोनों प्रजातियों को उपस्थिति में अ्रभिग्रहीत ? के प्रभाजन के फलस्वरूप प्राप्त 
परिणाम इस प्रकार हैं :-- 


मिट्टियों में फास्फोरस का अभिग्रहरा एवं वितरण 3 
पाइरोफास्फेट के साथ :-- 


(7). (एन? >> 208 >> 76-९ काली मिट्टी में (देखें सारणी 3) 


(7) ऊ#6-२ > ४-९? > (०-२ .. लाल मिट्टी में (देखें सारणी 3) 

() #०-ए > 650-7 > ०-९ लेटेराइट मिट्टी में (देखें सारणी 6) 
ग्रार्थीफास्फेट के साथ :-- 

() #-४ऐ > (०-४ >> #८-? काली मिट्टी में (देखें सारणी 4) 

(8) #६-? > 8-7 > 08-९ लाज मिट्टी में (देखें सारणी 2) 

() #७-? > 3॥-7 > 02-? लंटेराइट मिद्दी में (देखें सारणी 6) 


प्राप्त परिणामों से ज्ञात होता है कि जब मिद्दियों में पाइरोफास्फेट डाला जाता है तो जल-अ्रपघटन 
होने से यह श्रार्थोफास्फेट में परिवर्तित हो जाता है और आर्थोफास्फेट क्री भाँति कार्य करने लगता है । 
चूँकि आर्थों तथा पाइरोफास्फेंटों के डालने के पश्चात्‌ अ्रभिग्रहीत ? का निष्कर्षण एक-जेसा होता है 
प्रतः यह निश्चय है कि स,00, तथा 7५०; आायनों का अभिग्नहणा एक ही क्रिया के फलस्वरूप 
होता होगा । 

लाल मिट्टी में मूल भ्रकार्बंनिक फास्फोरस इस क्रम में पाया गया-- 


एफ? > (०-२ >> 3-२? >> 24-72 


किन्तु #हिल,?९0, तथा &,?,0, डालने के फलस्वरूप 8-7? तथा (७-7 प्रभाज बायें 
हटकर क्रमशः द्वितीय तथा तृतोय स्थानों पर चले गये जबकि ८-९ की स्थिति पर कोई प्रभाव नहीं 
पड़ा--इसका एकमात्र करण 7९५० में से ४८»); की श्रविकता हो सकती है । काली मिट्टी में उपस्थित 
मूल अकाबंनिक फारफोरस के निशचयन के फलस्वरूप प्राप्त परिणाम इस प्रकार हैं :-- 


(७-२7 > #९-? > 3]-7 >> 598-7 


जब *7,?0, डाला जाता है तो अधिकांश फास्फेट ऐल्युमिनियम के साथ संयोग करता है-- 
शेष क्रमशः कल्सियम तथा लोह के साथ संयोग करता है (“॥-2?>५४-९-४८-?) किन्तु 
पाइरोफास्फेट के साथ कल्सियम फास्फेट की मात्रा सबसे अ्रधिक होती है तथा लोह की सबसे कम 
((०४-?९:०-७१-?:->०7-९९ ) । 
... तुलनात्मक दृष्टि से लाल मिट्टी की अपेक्षा लटेराइट मिट्टी में मूल अकाबनिक फास्फोरस की 
मात्रा भिन्न है (76-? :> 5-7? > #क-? >> 0०-?)। परन्तु 58,700, तथा 8,९५0, के साथ वे ही 
परिणाम प्राप्त होते हैं जो लाल मिट्टी के साथ । 


उपर्युक्त मिट्टियों के साथ फास्फेटी पदार्थों में से ? अभिग्रहण सम्बन्धी जो परिणाम प्राप्त 
हुये हैं उनके आधार पर निश्चित रूप से ज्ञात होता है कि सभी मिट्टियों के साथ “४- की मात्रा 


56 शिवगोपाल मिश्र तथा बेंजनाथ प्रसाद गुप्त 
सर्देव बढ़ी है परन्तु पाइरोफास्फेट के साथ काली मिदट्ठी में अधिकांश फास्फेट (४-? रूप में बदल 
जाता है । 


इससे यह पता चलता है कि यदि काली मिट्टी में पाइरोफास्फेट उ्बेरक का प्रयोग किया जाय 
तो पौधों को फास्फेट उपलब्धि श्रार्थोफास्फेट उर्वरक की अपेक्षा श्रविक होगी । इस दिशा श्रागे भी कार्य 
हो रहा है । 


निदंश 
!. पटेल एस० के० तथा विद्वनाथ बी० । इण्डियन जनें० एग्रो० साइंस, [946, 40, 428. 
2,  जेक्‍्सन एस० एल० । स्वायल केमिकल एनेलिसिस, एशिया पब्लिशिंग 
हाउस, ]962_ 


3. चेंग, एस० सी० तथा च॒, डब्लु० के०। स्वायल साइंस, 7962, 42, 286-93. 
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४ [73]3 ?775]306 /॥0७5370॥3॥ ?9६7[<9 
४०]. ।3, ४०. 2, /७97॥| 970, 728९5 57-66 


प्र-फलनों की कुछ अनन्त श्रेणियाँ-गा 
पी० आनन्दानी 
गरियत विभाग, होल्कर साइंस कालेज, इन्दोर 


[ प्राप्त-नवम्बर 6, 3967 ] 
सारांश 


इस शोधपन्र में #7-फलनों की कई अनन्त श्रेणियाँ संकलित की गई हैं जिनमें ॥7-फलन को 
मेलिन-बार्नीज' प्रकार के समाकल के रूप में व्यक्त किया गया है, फिर समाकलन तथा संकलन के क्रम को 
परस्पर स्थानान्तरित करते हुये विभिन्‍न ज्ञात सम्बन्धों के प्रयोग द्वारा श्रान्तरिक हाइपरज्यामितीय फलन 
को संकलित किया गया है । 


43956(79:9.0६ 


8070९ 4ंग्रगिया(९ उ९जं2ड ० स्र>रण्णिटंगाड जा. 897 2. 3शण्यवंबएं, क्‍0९0०287076४( 
/६/7९778005, 70६87 90९7८९ (४00682, 770076- 


[9 78 एथ०९०० ए९ ॥8ए6 डप्यापारल्ते 8 एप ०ी खंगाया।6 इछाण6३ ् पिनीणणरा005 5फ् 
व्ज765डंग8 (6 फें-फििटश070 985 ४८][ं४-8६०४65 96 गंगाठछ/2, (76९70. 77/९/"८०७78778 ६४76 
्ावेल गीीफल्छफए्वांता बाते इ्पाण्ान्रांता, बाते डप्राफ्यंप8 (06 77767 979&/860%287४70 फिएट707% 
छए एश्नंएए 076 एथए०प$ (097 7८७0075. 


. भूमिका: फाक्स [ 7. 9. 408 ] ने स्-फलन को मेलित-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप 
में प्रचलित किया जिसे गुप्ता तथा जैन ने सांकेतिक रूप में 


77 (8|--/05) पा 4(]--6/-+-०;४) 
बच 


प्र "(कि %) || 0 8 मम कप पल 5० पक (-]) 
2, 4 ['[((0५, /4)284 थेग7 | 0 2 
2 का 7(]--9/-+- (5) ४ 4(६/-- ०४) 
क्गाः नन, है (8 कट 


द्वारा व्यक्त किया है जहाँ ((/0, »,)) आचलों के समुच्चय (/॥,93)/*-४9 2४) के लिये श्ाया है, 

» शून्य के तुल्य नहीं है तथा शून्य गुणनफल को इकाई के माना जाता है; #, 4, #४ तथा * ऐसी पूर्ण संख्यायें 

हैं जो | €#< 4; 0&#8<€# की तुष्टि करती हैं; ०;( 55 7, 2, -*० ?), 8/(४57, 2, ---- 9) धनात्मक 

संख्याएँ हैं तथा ८/((45-, 2, .... 2), 0(४5०१, 2, --3 /) ऐसी संकीर्ण संख्यायें हैं कि 2(8/--/%5) 
3? 
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(#7>], 2, ..., 2) का एक भी पोल 7(--०;+०८७(४--, 2, ..., ४) के पोल से संगमित नहीं होता 
(0-०) -%(ध-१-१).._ (]*2) 
(2, १750, ], ...; #<--+], 2, ..., १ : ६०-व, <, ..., !:) 


साथ ही हम कल्पना करेंगे कि [4, 9. 240] 


५ पा 
८४१० (0) 7 * (०)२१0 ("“3) 
तथा 
2 ५ 
0< |&४|[< 7 «/९; 7/ 80, यदि ७-0० (-4) 


सम्बन्ध सही है । 2 संकीर्ण &-तल पर ऐसा कन्टूर है कि बिन्दु 55६ (०/--»)//१( 75!, ..., #; ३#5-0, 
2 ४3) उ-१(कांएव-9)/० (/55, ..., ४; 5-0, !, ...) दाहिनी ओर स्थित हैं और 7 के बाई 
ओर हैं जबकि और आगे 7, ४०००-४६. से 5--००--४. तक जाता है। यहाँ पर # श्रचर हैजिससे कि 
£>[% 2|/8/( /5-, .... %) । (:2) के कारण कन्टूर ४ के प्रतिबन्धों की परिपूर्ति होती है। 
[4, 9. 279 (6-5)] से हमें 
7०, | (५५, ०५)) ह 
प्राप्त होता है । जहाँ 
५ 2? 6 
2 0090-% (०)०0, तथा ४-7०) #०], 2, ..., ऋ) 


[4, 9. 246(2-6)], से हमें 





मे, ता (4५७, ०५) ) मल | 
ख्र | ( हि | +-0(|४|०) यदि «४ डा हो (-6) 
प्राप्त होता है 
जहाँ 5 (7 * (०2००, 2/ (०)- 2 (०)-- 2! ((8/)- 2/ (8))558:>0 


[28 ४|< ३४४ तथा 8०“) (४-5], 2, ..., ४). 
6 
गामा फलन के लिये ग्रुणन सूत्र [!, 9. 4()] 
(४८) (2+) 4/4-7/277 ॥27स्‍5-7/3 77 7 - ) है ( [* 2) 


जहाँ % धनात्मक पूर्णाक है । यदि » घनात्मक पुर्णसंख्या हो तो इससे हमें 


77-फलनों की कुछ अनन्त श्रेणियाँ-] 


2४750 


2850 


तथा 


2550 क्र (|--७)/ ४-० 


प्राप्त होंगे जहाँ (०), फैक्टोरियल फलन है 
(०)#7२०(०८-- )(०-+-2)..-(«०--४--!) 


पं (६77) 2 । ए्‌ह 


गए 


या“) ता मी यह) 


77 


१/(८ 
पंप: जा का (८-छ-+-]); 48 7 ) | 


2. आगे हम (७५), ०), ४) संकेत द्वारा प्राचलों के समुच्चय ।( चर ६) ( 


शी की | 
।( 4 कम ) » को व्यक्त करेंगे। प्राचलों की संख्या अधिक होने के कारण संके ता ८ (2, कं (5 


0] 


| 


के हारा प्राचलों के समुच्चय (/% (7, ०--73) 3 /2) ३: ४४७ (८५ (), ७ न 273) 9 


(0) प्रथम संकलन 


हु ५9. ०५४ ) . 





७&(--/घ)7 (+)५, १ 
ब् #! 2, धुकरे: | 





१-०0 


प्र (!+ 7) घ, 2.2 ।- ५) 


जिसमें 4» तथा » धनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं, ], ०:०0 





5 5 या 
८ (०)८ (2) का 5५ 8))-- कक (8) नीण्गै 5:९0, |शाह | < उकुग.. 


उपपत्ति 


59 
(-8) 
(9) 
(।*0) 
० 
है 9 ४) पी, 





/) को अंकित किया जावेगा । 


(८0 (१, 9-7), ०), (०६५ 8))| 


(८ 3० )) | 
(४ (2५०), ०), (8५, 89)) 


(2) 


बाई ओर के त-फलन को मेलिन-बार्नीज़ प्रकार के समाकल (:4) के रूप में व्यक्त करने पर 
समाकलन तथा संकलन के क्रम को बदलने पर तथा (:8) का उपयोग करने पर, यह श्रेणी 


[7७-00 /प -गन के गो 7 -०)े 


कक ५ 8 “निकली + अलनन+ «मन ०+4 न» «न फिनीनाकननगनिनननतानी तन कबकलकनकना ता पटक गरीब नह+४क०कनन १ केक 


सर 
9 





हर 0 कील गि ऋाके। 


ही |% -“है०४ ; ;-- 


/] 
ञ्र | 45 
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में परिणत हो जाती है। किन्तु 
हा त-ब- 4०२) 
अ्रत: (') का उपयोग करने पर - फलन की परिभाषा प्राप्त होती है जो श्रभीष्ठ है । 
(7) द्वितीय संकलन 
उपयुक्त विधि से आगे बढ़ने पर तथा (:8) के बजाय (!:9) का उपयोग करने पर, संकलन 


9 (-7/07 7५ /को[ (५ (२, 6--7)3 ०), (०७५०५) ) 
४0 #] “#+2, 4 | हा 34) ) | 


०-2 [६ ४+ । 
(+9) 7),) 4 (00, 0५ ० (% %))| 


| (+20) (0५ 89) (2-2) 


की स्थापना सरलता से हो सकती है यदि ) तथा ? धनात्मक पूर्ण संख्यायें हों, 
॥/॥ ] 0 2; 2 [ 5 हल हि 
5 6 0 / अपन 27 आल 20 कुछ 7 पतन हल ले कह अप 
(४४) तृतीय संकलन 


श्र हैंड ( ४+20 
॥ पते 7! ) # | (०-७) 47/..9%, ' 





ह (७ (+॥ 2-77), /)५ (2 (*, ०--?) ) /), ([ (6/9 ०५) ) । 
((0८५ 2८) ) 
00 +-०न-०-७ ),-५०-+१/2 [+2)५, ४८--2/ 

कक का 79+4)., 4+2)५ 


( ५ 7) (८१ (0, 2), 8), (८3 (१, ०), /), (4५५ ०५) ), 
508 (0 (90, #-+ 60552), (8,,:8,)) 
जहाँ 4, # धनात्मक पूर्णो संख्यायें हैं, /७५(०--०--०)>>2, #>0, 


(2-3) 








४ 2 [ ध्‌़्‌ 
2 (००)-< (०)- » (69)-,2' (0)--20% 55 $>0, [8 «| < 3 - 
7 2८--7॥ ॥। 8 


उपपत्ति 


(4') में से बाई ओर प्रतिस्थापित करते पर, समाकलन तथा संकलन का क्रम बदलने पर 
तथा (:9) का उपयोग करने पर हमें 


77 7(6/--68:) /४ 7(--०+-०,७) 77 2 0 ) 77] -+-# ) 


श्म्म्0 


] 
242 








५४ 4 धं& 
2 व ॥.(--6--8.) // 7(७/-०;४) २(०) 


प्राप्त होगा जहाँ 


प्र-फलनों की कुछ अनन्त श्रेणियाँ-7 6व 
जद ]--० |-#0७ ; हर 


गास-प्रमेय [9, 9. 744], (।"7) तथा (:4) को व्यवहृत करने पर परिणाम की प्राप्ति होगी। 


| 


(५) चतुर्थ संकलन 


्ः (० )+ [४ 
> नाक | 





((५७, ०७))५ (८५ (है, [0 








पं लमिकओ 2] 
__ (ई०--]) )ै/१6 , ., ४ | ((4/५ ०$)) (८५ (१, | -:/0), £), (८५ (९५ ४८८ ) //] 
£ (८--) £2+2१, 4| (8५, /2:)) 
यदि )», ? धनात्मक पूर्ण संख्यायें हों, #>0, :५(8)<, (24) 


>(०)-< (०)--० (8) -- 2» (8)-22:55$-0, |»8 »|< ३7 
उपपत्ति 
पहले की भाँति आगे बढ़ने पर तथा (!'8) तथा (!*0) का उपयोग करने पर हमें 


[ 2८ 
हम 4(0/--/0;5) हम <(]- 6+-०)४) ४ 


अरनरननननननीलाननन ही विन निनन 


4» .-५+७- फनननणक७3 िमनिकदीलीकि जी क न वन न न 3 संजलनन्‍कात लीन ॥लिननिक- 











"टन गान 





0०42 ! ३-7. पर पे ] ट 
7 | 7(-8+ 80) 7 7(०७-००) 7 शा -#) ग्र7 । पा ि स् ) 
४... कक हा 0 इनक 
एए 6, /+- १४४; ः | 
42 धं& 


प्राप्त होगा और कुमार-प्रमेय [9, 9. 362] (-7) तथा ('), के उपयोग से वांच्छित परिणाम प्राप्त 
होगा । 


(ए) पंचम संकलन 














७ (#)+ ३, “+शे" | (/५ (४,--#-१+- 6) ०७)); (५५ (१, #+ 8), £) |. 
रा /! 2+40 | (6 2 )॥ ५ ः | 
(३3 --] [20 ४+०)५ 
ष्ा गा ) (हट) ४ ३6 दा, (2'5) 


| 2007) ध-- 8) /)६ (०५७५०) औ, (८७ (20,--४#४ 8), /) 9 ( कर (2», ०--/0 “5६85 ॥ ) 9 /2) | 
(८५ (20,०--/)-97- ), /)५ ६ (6५५ 30) ) 


यदि 2५ ? धनात्मक पूर्ण संख्यायें हों, 2८(2०--2.8--0#) 2, #:->0, 





ञ । १ । /) तधा है) शव कुवा 
2 (०)- (को + 2 (8) - है, 805%70, |भड़ | <३का: 
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उपपतति 


बाई ओर के एछें-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल (:) के रूप में अभिव्यक्त 
करने पर, समाकलन तथा संकलन का क्रम बदलने पर, (*8) तथा (4*9) का उपयोग करने पर श्रेणी 
का परिवातित स्वरूप 


[ हक ५ 
[7 76-88) 7 7९- ०4-०७) 77 ए्‌ 587 ) प्‌ न म, 5) 
] /॥च7 न), ४0 


शग४ 


“जल लक लटकन कपल ४४6 
५ ॥4 फैन 7५ +४ एप (“पा 
27 08 गे गज (न ) 28 (अब आर, ) 
रे ।( 42208 मा (७;--०५४) का नर ७ 7 तर 





हो जावेगा जहाँ 


7--. £, 7 ०---+-)2/४, £--/9-- ] -- 2४४४; ] 
न्‍ (लक रा --,४/४ 


और डिक्सन प्रमेय [9, 9. 362], (:7) तथा (:) के उपयोग से वांछित फल की प्राप्ति होगी । 
(४7) षष्टमस संकलन 
(55) की भाँति अग्रसर होने पर निम्नांकित को विकसित किया जा सकता है 


०७ (४), ,..+)५, ४+)५ (८५ (0, ०--#/-#), £), ((७ ०७) ), (८3 (0, ०--०) /2) | 
20 7 #+शओ 4+आ (“3 (१, 8--#+-7), ४), ((१५, 80): (८» (१, /-:7), )| 


की ४7 "(३४--)2"(०-..8 9) २, 3 +२५ | (/५ (२ ०--/)/# ((५/, ५७))9 (/0 (0 ०-- 3/) /2) 
८ (#-+)/ (०७--४-४)  /+शे, 4+श| *€ « (0 2-7), 6), ((०५, /2,)), (2५ (0, (8--3%) ५] 
क्‍ (2'6) 
जहाँ १, ? धनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं 2,(2०--28-- 3&) >0, ४>0, 
5 2 ; > 
32 2 आ/ट' 4 (५) कल (0/)5:6-0, [ाष्ट | < 367. 
(५४) सप्तम संकलन 


9 _ (20)(28)/ 2/+)५ ४ (५५ ०५)), (/५(2), 2/--7), #) 
“पाकफययर टिलिओे, कर 2१22 )),), (8, 80) 


(०५५ ०३))(/ (20, 22), ॥),(/() 


(८3 (लै५ ») 202 (), न रा ७--१ 


प्रताा ५रसलन्‍»मनमम» न वंमापाभामरोमात 
अििननाल, 


(०-३) (2-3)  2+४0५ १+») |“ 





(8) (०-8 78) हक 7५ ४ | 











8 )5 #' 
) 7), (6८, 8५) ) 
(27) 








यदि १, ? धनात्मक संख्यायें हैं, #>0, 2४(/--०--४) > -- २, 


१ | 
2 (कौ- 2 (०)+2 (8)- (8)-056>0, |सह# [३6० 
2५.3-7. गे [ हि आ॥ 


हुघणो 
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उपपत्ति 


(']) में से (47) में बाँई ओर प्रतिस्थापित करने पर, समाकलन तथा संकलन का क्रम 
परिवर्तित करने पर (१:8) उपयोग करने पर श्रेणी का स्वरूप 


४ 78-8४) 7 7(-०,५-०॥४) पे ए्‌श्ा हर । 





का, 7! [--0+/859) 27 7(४:-०/) 7 ग्‌ बम ) 
नव 87, 29 2)“ 
होगा और व्हिपल प्रमेय [9, 7. ।366], (:7) तथा (-), के उपयोग से वांछित फल की प्राप्ति 
होगी । 
(४3) अष्टम संकलन 
(2.7) की भाँति अग्रसर होने पर, संकलन 


9 _ (०)/(8) 770, ४ | (०७, ०४)), (८ (0, »+३--7), #) 
-- < (है) (८-3) 27720, ४ । (०५, ०७)), (८५ (2, »-०--3), ४), (/ (0, »--8--3) ४] 
गब्नक 7-३) | 272५ 4» 7 (॥ (0, 9), ॥), (0 (७, »-०--४+-3), #), (5५, ्ज 











जहाँ 2, ” धनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं 
५ 2 [ ५ क्‍ 
“ (०9)-० (९) नी ०“ (8)- < (8)55%8-0, [०2 ४|< 20०; ४0. 
३४--7 ॥। 0 ह 


की स्थापना मंकराबर्ट के परिणाम?" की सहायता से की जा सकती है 
अर्थात्‌ 





2 शिकक »३३] | ८ (३) (/--३)2(०--/१--३) 4 (7/--०--8-+-8) (2'9) 


6---- ३, १ + | £ (०-+ 9) ((8+3)2(१9--०-+ ३) (/-8-+-३) 
(5) नवम संकलन 


8 (2०0/(]--2०)/ 77//)५ » 
हक का, 2 +बे, 4 





(69, ०७)), (८५ (22, 2//-2/----7), कर 
(/0 (१, 9-7?) ((0५, /4 / 


न्कव+0 आन [ (क २०)(०३ 
जे (७--/) ( 877० हज) ४ (८5 (५ 9) 2 £) 9 (0५५ 204) / 


जहाँ १, ? घनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं, #>0, 722(/):>0, 











जम । | (2-0) 





(५ ॥% [ ध्‌ 
4 (०)- ० (व )- 2 (8) -)४5:५ < ु 
॥. (०, ) हि (०५) दि ब् (8;) गे (3,) सडक बा 0, | व ९४५ । <_ उस 
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उपर्पत्ति 
बाईं शोर के ँ-फलन को मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल (१:) के रूप में ग्रभिव्यक्त करने 
पर, संकलन तथा समाकल' के क्रम को परिवर्तित करने पर, (:6) का उपयोग करने पर हमें 
हक * ॥ हे फ है १; नीश ५ 
खराण-कर री गा-बनकं हर य (ज -# )* 
शव ध्‌ ? 7 277 7 2+% छा 20-- ] न 
४ [/ 7(५९--४। +- (5) 77 7(४6४-- ०:४5) ये (कण: --/8 
न्न+7 ल्प्क] ंब््0 


26०, ]--2०, १--+७४ | 
2 हा »-2०---2%| “* 


की प्राप्ति होगी । व्हिपल प्रमेय [0, 0. 364] लेगेंड्र का द्वित्वीकरण सूत्र [ ], 9. 24], (.7) तथा 
(-]) के प्रयोग करने से परिणाम की प्राप्ति होगी। 


(5) दशम संकलन 











8 (-)0०/ह०+ का, ५. [कर को) (0 0७ ब+77- |), | 
१550 (9०) 0 | ((24 9). क्‍ (2 है 
ब्रा) मम टिक को) (0 0५- 0); 0), (0 (2, ०-#-४+7); #) 
न उठ हज काया र/क ५ 4 टिक 2? १ 
कब फय) 0:%५ 7 (8५, 8) / 


यदि १५ # धनात्मक पुरा संख्याय हों, ै/20, 72४(७--१/- 29) >>--£ 
4 
2 (० ))- ० (०)- “ (/॥)- » ())-4%55९-0, |थ7/8 ४| < $$४- 
7 ५] ॥। (+] 

उपपत्ति 


बाई ओर (3'7) से प्रतिस्थापित करने पर, संकलन तथा समाकलन के क्रम को बदलने पर, तथा 
(:8) एवं (।"0) का उपयोग करने पर श्रेणी का स्वरूप 


! 
7 7(8/-%)  7(-७-+-०;०) 





श्थ् 
7 77 7(--8--/%) [7 7७०७-०६) 7 ग्‌ (8 ] है ्ण्ण्णि ४) 
2 2नन्‍्टनन पन्ने 3+ न +++++++++9»9+9५+५+०+++++ नम _+नननन सन [ अमीर 323 आम मी १4 ८8 
पा 8 चब-ज ) पा 7 नम 5) 
2्र्म्न0 १-0 
होगा जहाँ 


। | ई०--, 2 -+- 4४४७, %-+-२४४; ++ 7 
कह 3०, 6--,9-- --0/४४ हक रच | 


व्हिपल प्रमेय [9, 2. 368], (:7) तथा (7:) के उपयोग द्वारा अ्रभीष्ट परिणाम प्राप्त होगा । 
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(5)... एकादश संकलन 














3 (--)7(),($6+-)/ 7५ (७ का 0 तन 2 3 की 0 
है ६ 3+3/2& 
आम 


8 
(5५, ११)), (23 (0,-#+ 8), #), (५ (2) पान 


' [+3> ४ 
4५ ५9) कै । 
(0७ (3), ०न-0-+:%-772-2), /), ((8५) 240) 
जहाँ », + धनात्मक पूर्ण संख्यायें हैं, #>0, 7६(८-;/७-426) >7£ 





284 | (2-2) 





2 (०४)- </ (०))-+< (8,))-,< (8; 02:55: ९:०0, |थ्ा8 <[< इफग 


उपपत्ति 
पहले की भाँति अग्रसर होने पर श्रेणी का स्वरूप 


| 7(0/--/%) २४ 7(-०/+०५») 
] 





श वी 7(00-8+/%) 77 र(श-प्फों या िपिज धन ) म गो रे ) 
जो !। 
मम मिशन 2. मम ला 
पड |; गौ. का धर ) 0 हल न! हि । ल्‍ के 
(४7 हि ७) पा कण पे ४) हे हर बा 2 34 /४) मं 7(! 7 _ ४४) 
श्नत0 'ै ह शल्ल्0 भै श्न्न्दीं ग्र 50 क्‍ ई 
होगा जहाँ 


क्‍-_ कक टैग [-«नकनीशेप0, | +नाहनीश ४, ।- 9५ न *नीर४; । 
2 बा ७-४४, 2-९४, ३ श४४४ 


दुग्गल की द्वितीय प्रमेय. [99 7.375] ( -7) तथा (:), के उपयोग से अभीष्ट परिणाम प्राप्त 
होगा । 

 /» परिणामों में व्यक्त प्रतिबन्धों के अन्तर्गत उपर्युक्त संकलनों की उपपत्ति में समाकलन, एवं संकलन 
के क्रम का प्रतीपन [5 9. 500] के अनुरूप है.। 


5. विशिष्ट दशायें 
(2) (2-]) में /+) से / अर्थात 4-+-) को ५ द्वारा प्रतिस्थापित करने पपर तथा 7;75/5०८च॥ 
(४-)2-+, ...ै /5 /-5 --७ 9), मानने पर हमें एक ज्ञात परिणाम [2 9. 3 (3"35)] प्राप्त होगा । 
(0) (2:29) भें ४+> को ४ द्वारा श्रर्थात 2) को £ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर 
० स5ितत करता (इच्स्मेनीँ, «- | 23 757 4) रखने पर. तथा पुनः 8 7७४७ १ को ०, /, १३ 
ऋमदाः प्रतिस्थापित करने पर एक श्रन्य ज्ञात सम्बन्ध [3, 9. <77 (3:4)] प्राप्त होगा । 
8? 2 


96 ...प्री० आननन्‍्दानी 

(०) (26) में ०४/७5/८४७६] ( 85], ..., #; /75], ---, 4) रखने पर ज्ञात परिणाम. [6५ 
(3-8)] की प्राप्ति होगी । क्‍ ्््ि 

। कतज्ञता-ज्ञापन 


मैं डा० आर० के० सक्सेना का अत्यन्त क्तज्ञ हूँ जिन्होंने प्रस्तुत शोध पत्र की तयारी में मेरा 
मार्ग-दर्शन किया है । 


निर्देश 
]. बेटमान प्रोजेक्ट । हु ्््ि छलाइएठफए ॥फ78८६एतेटशवथों प्रा20078, भाग 7 
द मकग्राहिल 958 क्‍ 
2 भिसे, वी० एस० । जन ०इंडियन मेथ ० सोसा०, 963, 2700) , 9--7 
3. वही। मेथ० एनालेन, !964, 454, 267-272<. 
4. ब्राकक्‍्शमा, बी० एल० जे० । - (०८708, ४०७१, 496$, 45, 239-34।, 
5. ब्रामविच, जी० जे० आई० । 47 777703प2८2007 ६0 ४76 ४४०४५ 07 77777706 
द १ 56768, 959,.. द 
6. छाबरा, एस० पी० । (प्रोसो० नेश० एके० साइंस, इंडिया) स्वोकृत 
7. फाक्स, सी० । ट्राजें० ग्रामें० मैथा० सोसा०, !967, 98, 395-.426 
8. गुप्ता, के सी० तथा जन, यू० सी० । प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इंडिया) में प्रकाशनार्थ 
स्वोकृत । 
0) ४ थे फ् * (2 (? ा » मैफकसिलन 
मैकराबट, टी० एम० । #फ्राटाा078 07 & (707700/05 ५४०७।०४०७०!९, न, 
द न्‍्यूयार्क 962 . फ 
0. वही । प्रोसी० ग्लास्गो मेंथ ० एसो०, 958, 3, 96, 
], रेनविले, ई० .डी० .। 576८०! 7'77८०४०४४, सैकमिलन कम्पनी न्ययाकं, 


960 


४[73॥3 ?३75॥3 व /॥953॥9]॥3॥ ?३६॥3 
४०. ।3, ४० 2, # 7 [970, ?१४९६5 6-72 


दो सार्वोकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणनफल 
णिलाल शाह 
गरि।त विभाग, पी०एम०बो०जी० कालेज, इन्दोर 


[ प्राप्त--दिसम्बर 70, ]968 | 
साराश 


इस शोधपत्र में दो श्रेणीवद्ध सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों के गुणानफल के लिए सूत्र व्यृत्पन्न 
किये गये हैं जिसमें एक सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी 


८५(०, -- १), 6., ... 4 
ही) लए अत 2 १077 277 


कक 
द्वारा पारिभाषित है जिसमें “५ (9, -») से 9-प्राचलों के समूह हा न रा , ..» 2 का बोध 


होता है, तथा 9, ४ धन पूर्णांक हैं । ये फल शत्यन्त व्यापक प्रतीत होते हैं जिससे प्राचलों के समुचित 
चुनाव होने पर कई ज्ञात फल उनकी विशिष्ट दशाश्रों के रूप में प्राप्त होते हैं । 





3.095६(72७८०६ 


-0छ फुष्ण्वेघटई ० पचऋ०ण डइण्ाल्एबॉपएं2ल्त एछजएलूएडइ००काललेट छएुणएमग्रग्प्पांधड. 49 
८775] 50209, ॥067द7076णा 'ा 'िद्वाव्याबांट$, 7. ७, 8. ७. (0628०, ॥700076. 


पुछ एंड ए०००., पशंग8 3 इष्पटाबॉडटव ४ए०9०:8४०९०फालणठ ए०0एआणग्रांगे १८7८0 09 
फ् य 0 ३455 058: 8 
7(+४) -- (0-3) 33) | 0६ ) 5. हे हि “| 
39 5-9 “0 
९7८ "(०,-#ो त९४0६९5४ (0९ 5९ 06 6-थ/227060675 : 


ना52ी  >|]-+-- “-77-0-“- 50320 8 * - 
द्ढः जा पी नम गा0े 8, ॥ 276 ए0आगपरएड 768९8, ४९ 728ए९ त९४ए८त (४९ 077 पौ2८ 


लिए ए709प८६४ ० (छ० ए०ा०गा5टत 77एथ४8५००घाटजाट एगीएए077%)5 इंच 5धा४८5.,.. पल 7९४प5 
3076००९० 0 9छ€ ० इल्माटाबोी लाब्यबटाल जयंत जटलुत गराथधाए फग0णा 768प5, 35 ऐटाए 
927"0टप्रोह्वए 28525 शाप 97096 दाग 6 एथ्ाबाटाटा8$. ह द 
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4. इस शोधपंत्र का उद्देदय श्रेणीबद्ध दो सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय बहुंपदियों के गुणनफल के 
लिए एक सूत्र स्थापित करना है । यह बहुपदी सार्वद्धित रूप में हैं जिसके प्राचलों के विशिष्टीकरण 
से कई फल प्राप्त होते हैं । 


संक्षेपण एवं लेखन-सौकय की दृष्टि से हम लध्वीकृत संकेत का प्रयोग करंगे । 
#' हर हक ए '? 82 (०५) (४ 2५ 
(05% ६ ) 00278 
इस प्रकार (५/)» की विवेचना पा (०) » के रूप में तथा इसी प्रकार (2८)» की भी की जानी है ! 
0 थ्ड 
सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी [5, ०५०. 2"] को 
7, (%) व गली #+ [2 कि (0, --7) ; / | क्‍ .ः (]*]) 


द्वारा पारिभाषित किया जाता है जिसमें 9 तथा £ धन पूर्ण संख्याएं हैं; और संकेत 0(०, --४) दारा 


हि 
-प्राचलों के समूह -& ्ण के कान न का निरूपण किया गया है । 





2. दो सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदियों (!') के गुणनफल पर विचार करने पर 


ए हु 2 ११ 0, ४2% ( 9 ग 
५ (2) 77% (2) -- ८(0-7)7 #+ 8२ कक !), 6५ ; | 90 -0ऋ | हे कि १, -+72) कै १) “)| 


2८५0 -7)॥ १-०७ 50. 0 











7१0 350... #/[([ 8५)/ 
7 ( को (9) व 
ध्ल0 १५ , .(2"7) 
“५ न्‍ १० 3 
5 ६; (0 
ए! 
# को #--४5 द्वारा पुनः स्थापित करने पर तथा (०)-& ₹< ता ६ न को प्रयोग 05:४४, के लिए 
] 
प्रयुक्त करने पर ्ि रे 
नम क्‍ हा ड्तँ कु । 
2(9-7)# | ८५ (०, “7४ हे ; /+ >7-एक | ३7 न (१५ से ; 2 | 
9-] /--+४--४ रा शा ॥॒ 
का ( न (८/)/ रा कटा 5. ५ 
5 । श्र ' |" की 
_.... /(9-7)7 ,(१/-१)॥ | की आअ ममनिक कम मा हु (2 ८ ) 
अब अर आम आक 5 पा आम मी 


(४०), .... (-खार्न-/--)/9, ९०१० 5०7, |... १० गन 4504) 
टी फिडकशतस #+#9+ | -- (४/9)--7, ..., (४-० ०-+-| /9)  -४/, [-7०/--१$ ०४ हा पर !) 


०. 


दो सार्वीकृत हाइपरज्यामिंतीय बहुपदियों के गुणनफल 69 


%४(0--) 


(५ (6 ५ कम का ८७%, “7: / , 
#+8 | ( !2) ह ख्थः | कह ३)7: की (१ / जा है 0७% | 


४ वि सी (0238 
ह्न्न्0 


(273) 





ध८ 3 ० गए 20७४४ 2, 
ब्लड ते १५ 
कि 5 | (०६) ५ 


8४/6), .... (-/+-090--/9) जलन “5, ८+ 


(डे सब +/“४ ०३ ) 
0 कक कल लि कम | 


8 





(2-2) की विशिष्ट दशायें 


() $5--9ल्‍5], ८-८ >], तथा »#77* पर #7777, ०१77 7१५ करने पर हमें एक ज्ञात फल 
[4, 9. 395 ८0०. (3.3) प्राप्त होगा । 


(0) #चतधृतत(स- तल 2, 4477०, 4४5२० 9] २-78, 02776. /23774“, 2277८, ०37 777४ ००0५ 
रखने पर हमें एक श्रन्य ज्ञात फल [2, 7. (6 7), ८१४. (4)] प्राप्त होगा । 


इसी प्रकार प्राचलों के उपयुक्त चुनाव द्वारा हमें श्रन्य ज्ञात फल [59 9. 673 ८वुए5 (]2), (3) 
तथा (5)] प्राप्त हो सकते हैं । हु 


(9) #च्न4कत2, (552, ८455०, 4275, 0क्‍तत्ग! 8, -+०-+-3 + है, 277०, 227, ०एात्तगार! 
००च८०--)+$५ १5०//०।, रखने पर हमें 


कि जी 
(3 मम ३. हक 77727 ८2 । -०-९ “8-४ सनक ३ | 
(24) 


प्राप्त होगा । 
दाहिनी ओर ज्ञात फल [, 7. (4986), ८१४. (2.4)) का प्रयोग करने पर 


। ( ६86 4 , अंग ण्णय १ ) (2०) %(28)%(५--/2)% 
ह [-7०--१४ 7 गा गा॥8 ० न 2 न 2] (०); (.8)% (2० -- 2/3),, 


हमें क्लाउसेन [2, 7. (85), ८१७. ()] की सर्वंसमिका प्राप्त होगी । 


(०) #च-(तत, /-#च्त्ड, है5२॥८उ5व 4] तत0--4--0,  0] क्‍₹-7772 /775%, 29770, ०१55--१०, 
५55० रखने पर तथा सालसिटज प्रमेय का उपयोग करने पर हमें यूलर द्वारा प्राप्त ज्ञात फल [0, 7. (00), 
८५१४. (5)] मिलेगा । 


(५) /?5-4८०४ +चत2, मैनत |४7६।, 477/27570॥ 4५ ८२ 22770, 0755-778 8275० --/१- ३५ 
04 -57--77 ०५55०) न ४३ रखने पर 
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(५, 2 ८, 8 हु / >8 (०) (8) “77, ०, | > है अ-7०--7 
कि ; 2 0 मिल 22 न तप ;) 
ड़ हे हे हम ह 7,077 कक, कक लक, ) 
क्‍ (2.5) 
ज्ञात फल [, 9. (67), ८१४. (3.3)] की सहायता से 
मर ला कह 
ह [--०--॥४, >+-३४०8 ० +ड्*े (०४७(१)#(०्नी2+$28(4०--2,0-7 )# 
हमें ज्ञात फल [2, 0. (86), ८१४. (8)] की उपलब्धि होगी । द 





(शा) 2 ४॥ 2 ( ट्स्नि2 ै /(उ> | ८] 5-6. 69 55.१, 83 उत -7 72, 8385-८०. न॑ः /- 7, 2 7०८०7 [ 
22 77, 0]77--78 ०५975०--/३-- #$ प्रतिस्थापित करने पर 
ए ५; ठ पर 6-० ], 5 ८० (०) ० १28 | 86 [ 9 8,3 -7०-/--7 
शक जे ।( 3 ४९ । ली] ] श््ल्ड 3 फाहनहनछ--), हि । | 
०+ह-ई कनजीएओ 6 07 एकिनडीणईआ। व-०-७।-४-४॥०- ३ 
क्‍ (26) 
ज्ञात फल [, 7. (87), ८६०. (3.4)] का प्रयोग करने पर 


# 2 ( -“/2,०,/४--१, कर 7०-/)--४४ ) (2०) (28 हे 30० +/2-+ ) 
4. ] -- ७--१४, | --/--३४ ०--|3--< (०)७(०)॥ 2०-- 2/--०),॥ 


« तथा 8 को परस्पर विनिमय करते हुये हमें एक ज्ञात फल [2, 7. 87, «५४. (9)] प्राप्त होगा । 





(णो) #5२४२०0, (८२5०४, शैत्त॥८२, 057-79 0272, ०55--४/, ०४५७० रखने पर तथा 
गॉस के प्रमेय के उपयोग से हमें एक ज्ञात फल [2, 9. (83), ८व्‌४. (2)] मिलेगा। 

(शा) 2550, 0 [, /ल्‍त 4, 5०2, 04 55-77 2477०, 0[ल्‍55-798, ०0297550, (#क्+--, ैहच्न, रखने 
पर तथा गाँस के प्रमेय के उपयोग द्वारा हमें एक ज्ञात फल [0, 7. (25), «व०. (2)] प्राप्त होगा । 


प्राचलों के समुचित चुनाव एवं व्हिपल डिक्सन के प्रमेयों का व्यवहार करते हुये हमें अन्य कई ज्ञात फल 
प्राप्त हो सकते हैं । 


3. हाइपरज्यासितीय रूपान्तर 


इस अनुभाग में हम कतिपय हाइपरज्यामितीय रूपान्तरों पर विचार करंगे । 


(अर) (22) तथा (23) में 955४ ८८-८०-]) रखने पर, «” के गरुणांकों का समीकरण करने 
पर हमें निम्नाकित महत्वपूर्ण रूपान्तर प्राप्त होगा 


0-7]/--#--४ | गज 

रण हु ) (6/)/ छा ८५ (११,--7४) ,/2], ! बा आल 4 

द ३+ानवु+र #+०8 ॥ ४४ /:--0--] 
- ०७ न हु 72)-.७ + 


जजनाज गा नकज 2४७७४ ४ 





ते 
“ (++] के आल 
हे कक 


दो सार्वीकृत हाइपरज्यामिताय बहुपदियों के गुणनफल व 
/-7] /---]-२ ह ह डे ५ 
जा > द ) (22)+मै' ८५ (0,--72) , ८ 6 22 पा 4 
अर लाश हि 27-- + -+- 7 


हर ( ब्कट ) [-६+ै-7१ 


(3) 
(3*]) की विशिष्ट दशायें 


जब 0८-%च८।] 


0) /5/--7570, 0]7०--४, ०३5०-८० /८55-, »5-, मानने पर हमें ज्ञात फल [£, 7. (395), 
८५०. (38) प्राप्त होगा । 


। (॥) 2 ५ 2 । (८ ४ हैह5 (४ स: | ८4 न 24 ६ ० ६64 न 29 कर ० 04 न्‍ू+--72, 04 कर “92, 
6277४ नी «ना, ०४०००-+--३ प्रतिस्थापित करने पर एक सर्व समिका प्राप्त होगी 


अर मल “77, ०, 8, ३--०--/2--+ 
( गण 7 4" 3 ( +-/8 3, ]..त. 0८ --/ ]--8--+ ) 


हि #( 7?) ०, 8, $--०--8--/ 
न जी पल को. आओ 


(प7) /5-4५5००, /--#--2, 255/८८८, ८,5८०, ८/८-/ 8355--7, 8275०--१-- ३ खुलत9 
९५ 7/3-7, ०:5०--१४, ०४97८०--/-४ रखने पर एक सर्वेंसमिका प्राप्त होगी 


(0 न (लि गा 5 % 82 क ) 


4 2 आम | 2 जहा ८, 0५ शै7०-:0--१ ह ) द न 
(2 )+ 4" 3 ०--/१-३, ]--०--/, 2--8--+ 3 /* (3 3) 


(अ) (') से प्रारम्भ करके तथा हाइपरज्यामितीय बहुपदी को श्रेणी रूप में अभिव्यक्त करने पर 
4८५0-7.)# /+ट[ है कब ु हे ; #| 
ट। 


्ण्णका 0 कम 
५ टी 2,000: ४ 
हज 


(0--2)7+८१ ह 
4४०0 7 (0८) + हे न्‍ ० ३३३ ५:  ज 


। 


7 को ४-%, द्वारा पुनः स्थापित करते हुये एवं सूत्र (०),-.८- तप माा यदि 0<#<%, प्रयोग करने 


पर हमें 
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(0-३3) | /५ (०, --7१) | न ; /“| 


7 2५0-7)7+०7 । | 77 पर] हा जा 
गा । 
ष 7 * (94) 
4 5 आम आज 0+-7 + कम न ना 
[ एफ दु » कि धनी हु हि [--४-न- ]--०/ कु (पड 





४ (35) 
प्राप्त होगा। ही 
($'5) की विशिष्ट दशायें : 

(7) 9ल्‍००5०॥८-२१, 4१578-77, /0777, ४५5०३, रखने पर हमें एक ज्ञात फल [4, ०. 807, 
८०१४०. (6)] प्राप्त होगा । 
(0) 0०००८--/८०5] रखने पर हमें एक ज्ञात फल' [4, 7. (395), ०१०७. (3:8)] मिलेगा। 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० बी० एम० भिसे का अ्रभारी है जिन्होंने इस शोध पत्र के लेखन में 'मा्गंदर्शव किया 
है । द 
निर्देश 
[, भट्ट, आर० सी० । सेंथेमेटिश (कंठानिया), !965, 20(2),|85-88, 


सरा27९०7 ०70506906702 ८४०४७ भाग ?? 


2. ऐडल्यी, ए० । 
मैकग्राहिल, न्‍्यूयार्क, 953. 


3. फासेनमेयर, सिस्टर मेरी सेलीन । बुले० श्रमे० मेथ० सोसा०, 947, 53, 806-2. 
4,  फील्डस, जे० एल० तथा विम्प, जेट । सेयेसेटिक्स कम्पुटशन, 96!, 5(76), 390-95. 
35. शाह, मणिलाल | रा प्रोसो ० नेश० एके० साइंस (इंडिया), !967; 37, 
:6. रेनविले, ई० डी० । रा ०76८4) #प्7८४०7७ सेकसिलन कम्पनी, न्ययाकें, 


4960 


४ [व]373 २875$॥396 #्िापड्वादीशा 7300 <3. 
४०।. |3, ।४०. 2, &97॥ ।970, ?०४४६5 73-83 


सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए रोड््ग्स सूत्र 
क्‍ मणिलाल शाह 
गरिएत विभाग, बी०. एम० बी० जी० कालेज, इन्दोर 
[ प्राप्त--अक्टूबर 70, 968 ] 


सारांश 


॥ (४) >ल्कट 2700 8५ न मन पे अब ग 4 3 /**| 
ः कट द 
द्वारा पारिभाषित सर्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिये जिसमें “५(०,-») के द्वारा #-प्राचलों के 
नभा7ी +#्न॑ी। --72--0--+ + ह।.280 2-8. हैं, 
समृह ह , कर पक ५-७8 की बोध होता है तथा 6, ४ धन पूर्णसंख्यायें हैं, रोड्रिग्स के 
सूत्रों की स्थापना की गई है। इनका सम्प्रयोग कतिपय समाकलों एवं अ्वकलन सूत्रों का मान 
निकालने के लिये किया गया है । कई ज्ञात एवं अज्ञात फल दिये गये हैं । 


3.95६79.ए. 


09 ६४९ छ०कलेशुप०5ड! ए7-म्ठपॉबर ई07 ० छ०्मरणगी2टत पह्रजफ़ुल-/छ९००काराजजंए छणए- 
20779] घगतें पास नकएाए7#टगएं०णाड5,. 29 श०णा)०] 8997, 7207027#7706४४ 0 ७0९४7 40705$, 
7. १४. 8. ७. (४0॥686, 777007८. 


7२०0कन8५९४१ ्रापौ4९, 07 ए८्ारतबाशटव पजएल8९0%6ल८ ए0फ्य०््रांगे तीएलत 28 


ः 2 0, “7/८), $ ०००९ 
५ (2) +२&४(0 77) १8“ ६ ऐ 4 रा 3 (2 | 





845 $+०३ “६ | 
७९८7८€ /५ (9,--१) 58708 607 (96 इटढां रण 0-]7०क६ध76€(८78 न ग कि / स्लल सर 


8, 2 बए८ट ए0गंप्रएट गंधॉट्डट०83, 72ए९ 76९ टड559०0.,.. 7%८ए #०8ए९ 726०7 बण6ते (० 
९ए2प(८९ ठछात्वात 4762723 बाते 5076 वीरिकिटगंग00 ठिफ्रापौ2९,.. ०7फए ॥दा0 ण7 7८8प5 
छ9०प९ 7९९४ 87ए८7०. 


4. विषय प्रवेश 


इस शोधपत्र में हम सर्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए रोड़िग्स के सूत्र प्राप्त करेंगे । 


हाइपरज्यामितीय बहुपदी सार्वीकृत रूप है और यह प्राचलों के विशिष्टीकरण से कई ज्ञात तथा अज्ञात 
87? 3 
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फल प्रदान करता है। रोड्रिग्स सूत्रों के सम्प्रयोग द्वारा कतिपय समाकलों का मुल्यांकन किया गया है 
और कुछ अ्रवकलन सम्बन्ध भी प्राप्त किए गए हैं । 


संक्ष पण एवं लेखन-सुगमता की दृष्टि से हम निम्नांक्ति लध्वीकृत संकेतों का भ्रनुसरण करेंगे 





5 ह 22 ० (५५) ? नकल 
#ी व 2) तह *) ।ण। पक (0८)+ 7 | 
2! कं हे 
इस प्रकार («०»), की लिवेसिगी ५ (40), के रूप में तथा इसी प्रकार (१८// की विवेचना हमने 


सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी [£, ०५०. (2')] की परिभाषा 
2, (५ ) प्र 9-4)7. ञः 8२५; हि (्‌ 0, --/2) 9 | ; (2८0 | ( ] गे || ) 
4 


में ९ ब्५० दल जाण।३ ध््कल नस, 
के रूप में की है जहाँ ७ (8, --») द्वारा $-प्राचलों के समूह पा ; क् ४ न्ल्स के - का बोध 


होता है और & तथा » धन पर्ण संख्याएँ हैं । 
यह बहुपदी ०5०/४5०४-१, रखने पर तथा प्राचलों के उचित चुनाव से 


(०, 8) 3 ०००७ प्र ््ा &: 72००५ 
मा डे लत गत मिल 5): की) 


१५! 9 
उे3 ***59 “0 [ क् ०, $, 88, 8: ७:७ 0० 


भ्रदान करता है जो सार्वीकृत सिस्टर सेलीन बहुपदी [(4), ८०५४. 22] है और 


(०, 8) _ (]--०)॥ $ /--०--१)+-!, ६ 9 
हि (६ # शत +डय आ। [777 ) (-3) 


एक सार्वक्षित राइस का बहुपदी [, ८५०. 2.3, 9. (:8)] है। 


2- हम सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए, जिसमें ८ एक धन प्‌णसंख्या है, रोडिग्स 
के सूत्र प्राप्त करेंगे :- 


हाइपरज्यामितीय बहुपदी को 


था; (0, --#) “५ (८, !) 7 
2] #+9+ ८ ध+० | ८६ (८, ४--) 0 / | 


0-प 77-- ८-१/4 _ / 
8 ( दर | है 4 (5) (६५) # [< धादा 


] 50 १0 है| 7 7] ।। ८ 
लय * पपपयपपतणपप--+-++-- 
पर *१ 50 

हक) दिला गा, (मं -- | (8), 


मश 4. 


 (2न) 
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के रूप से विचार करने पर, दोनों ओर * के सापेक्ष # बार श्रवकलित करने पर, सम्बन्ध 


(०) (नल 6 [4 का श्र ) 
् 


का प्रयोग करने पर तथा दोनों ओर ४१7? से गुणा करने पर हमें रोड्रिस्स के सूत्र 


(9-7) 0७ (0, --?) हा ; /*“ | (2-9) 
- ० (निकलता हि ट्री ट 2:20) 
के रूप में प्राप्त होंगे। (22) में १--०5०१ रखने पर हमें 
0 हम 5 वाह ) द 5) [हफाशपर्सा, 7५ 6 ब बे )| (2-8) 
प्राप्त होगा । 
(2-3) की विशिष्ट दशा 
(७) (23) में &5२४-+-०+ न 3 07593 ४7 “० रखते हये श्रौर दोनों ओर (77008 से 


गुणा करने पर 
(०,9) 4५, ...+ % , न ( :) | ॥ # 790) ५3 ०2% +*. )] । 
(8, शत 8, 3 के [सन है ॥ [ मिल 8, ]--# « कह | (2 4) 
प्राप्त होता है जो सार्वीक्षत सिस्टर सेलीन बहुपदी का रोड्रिग्स सूत्र है । 
() (274), से 2255५ 7२3७, ८५ 7-३ 4३5०६, 93772 रखने पर 


(0.8) _१3 (]-०)४/ ८ ।”[ (--१५ 7_-+-०+?-+- 7, 5, :* , 
(६, ५ ॥5) 7 |. #£ [ 33 [* कि . ]--०, 72, 7--9 की )|९४ 5) 


प्राप्त होगा जो सार्वीक्ृत राइस के बहुपदी का रोड़िग्स सूत्र है और जो ०7-5० होने पर एक ज्ञात 
फलन [2, ८५, ।*83, 9. ।] में घटित हो जाता है 


(४) (24) में /5745०2, ५३5३, /८557 प्रतिस्थापित करने पर तथा & को द्वारा पुन 
स्थापित करने पर द 








(टन पड़ी (छ जर) कक फर्क) * + 


जो ०5-/१--० होने पर ज्ञात फल [3, ८५०. 7, 9. 62] में लघूकरित हो जाता है। 
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(7) (24), में 2552, 455७; 4/5३,2३--4 तथा ०5-१0, रखने पर एक ज्ञात फल: 
[2, ८५०. 4'6, 9. 2] मिलता है । 


(4-7०)४ 








(7) (23) में 2-0, 4५-7, 8, 5-] +-०, /४5] रखने पर तथा दोनों ओर से गुणा 
करने पर 
(0) (॥ (4-- ०), दे ११ के 78, है क्‍ | 
हल ४8%] |) ४ के पे 7-० | 2, 
जो ८-० होने पर | 
। [४ थे !॥ 
23 2 ऋ हि | "2५ (»)| 
में घटित हो जाता है । 
(22) के फल का सार्वीकरण हाइपरज्यामितीय बहुपदी 
0 हि 
शेख, 8 ः / का ; /*“| (2-8) 


को व्यक्त करके किया जा सकता है जिसमें ४ एक घन पूर्णांक है जब दोनों श्रोर £ के सापेक्ष # बार अव- 
कलित किया गया हो। इस प्रकार 


की (“8-१८ 


ह... (0 (8, --४), /५(०, । ह 
ततानशेलकनकणू 2 वक्त... ७-०) 
95-८२-4, होने पर यह 
(ह[नकक( १०] 
| १28 224 68.7 < 
, 7 क्‍ 
नम 7+2):#शीकरन 0992 0 (2:१0) 


में घटित होता है जो एक ज्ञात फल [2, ०१४. 2-, 9. 2] है । 
(>'0) को विशिष्ट दशायें 
(20) में आचत्छन०+:+7, 8 ---०, 8५३ प्रतिस्थापित करने पर तथा दोनों ओर 


(] । 
किट से गुणा करने पर 


सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए रोड्रिग्स सूत्र 77 
ई/ 00 न) 


7 पल आह 7 


3ग् सन 
(7) (2-]) में /5-५८-७, 4,०5३, 457६, 7४5४, रखने पर 
| थे 7 (७ 8) 
#/( ५) [हा ्र १ (६, 2 (४) | 


--०)/ (| -+%)४ “-72, 7--०--/१--२, ६, 7-+%- / -]9 
हा ( --०, #, 7-+-9 हा ) सर 





(0) (2"]) में /5२५--०, ०५55३» मानने पर 


# कु) | /+० 220५ (] __2,७) ] 


(०, 8) 


जन (] न-9)+४ (3 -+9-+7 $ || “0५ (5) (2*3) 


(7) # 2, 4८3, ८५55३, 2३--7 तथा ०55१-०0 रखकर (2-7) से हमें 


(0 02000 |-तनके शी व 4 58)... 7०) 
प्राप्त होगा जिसमें <»(») बेटमंन का बहुपदी है । 


(]-- ५); 


(0) (2:0), में 5-0, 45-व, 2,5-.-+-० प्रततिस्थापित करने से तथा दोनों ओर द्वारा 


गुणा करने पर एक ज्ञात फल [2, ८५४५. 2-2, 4"6, 9. 2| प्राप्त होगा । 


3. हम सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए, जब ८-० हो जहाँ पर ४ घन पूरासंख्या 
हो, रोड़िग्स का सूत्र प्राप्त करंगे । 


हाइपरज्यामितीय बहुपदी के निम्नांकित रूप पर विचार कर 


(0, --2»), ८$५(०, --272), ८4५ ०“ | (3.) 


श्र | / (८ हो] 9.7 


(3") को श्र णियों में व्यक्त करने पर, » के सापेक्ष » बार शभ्रवकलित करने पर तथा निम्नांकित सम्बन्धों 
की सहायता से 


/(]-- ०--॥४ --] )7” 8 स्व ः 
शव ै > शा 3 (०४7 (१) । (82) 
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हमें 
द्र्ी ८“४(0०, --72), 4#  _., 
7 270 /| 8, | 
ली की मम 
०9)2 5) [अर | . 05(८,-?), 2५ ह )| ह पा 
प्राप्त होगा । यदि १55० --४, हो तो (3-3) 
श्री पर स - 2-9 ६५ 
नह गा गा 
]/4%7" -77, --72--5, 5# _ ॥॒ 
तन करार) हि हर ( जज 927 )] (54) 


में घटित हो जावेगा। 
(34) की विशिष्ट दशायें 


(8) 2-77, (5-2, ८5०३-३३, 2,5००, 2५5-)--१--४, /८5-] रखने पर तथा दोनों ओर 
27(8),, से गुणा करने पर 


६ ,(8, % ; ४) +- ले की ््‌द् का #2 [ “72, “22 -- है, )/--) ; )| (8-5) 


१6 ०० | गा? 


प्राप्त होगा जो बेडीण्ट वहुपदी के लिए रोड़रिग्स का सूत्र है। 
(0) 7-५0, /---3, रखने तथा दोनों ओर 2" के द्वारा गुणा करने पर 


४) कक, कर (हि0 “7४+ ३ 
27 (3), 7, (४) न कर) | 3 गे कक -**)| (3*6) 


अननननननन. 


हरमाइट बहुपदी के लिए रोड़िग्स का सृत्र प्राप्त होता है । 


(०) 8-0, 4577, 6,5०-४+ ३, /८|7 होने पर तथा दोनों ओर 2"(3),, से गुणा करने 
पर एक ज्ञात फल [४, ८१०. 7, 9. 62] की प्राप्ति होगी । 


5.4. फल (3:53) का और भी सार्वीकरण हो जावेगा यदि उसे 


#स्व (0, 2 १2) $ हाँ ; ##7० | 


५ 27-06. 


ड्वारा श्र णी में व्यक्त किया जाय, * के सापेक्ष ? बार प्रवकलित किया जाय तथा (32) सम्बन्धों का 
उपयोग किया जाये । इस प्रकार 


सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए रोड़िग्स सूत्र 79 


प 77) 
#श हू) |#ह +82 । (0, 758 हर न /*०| 


५ (०--2/) ! फ् 2५0३ ४०४ )५- 2५४० के 60: 
ना एज शक्ल 0 2 (0 है छो आला]... छ०) 


97-८४ +>2, होने पर यह निम्नांकित में घटित होगा 
० कु (7587) (7 ४+), 45 ७) 
आन शक 5 जाए हे । 


न कि आल भा कल 
(«--१) ! 27+4 4+4& 3(--०--28), ३(-- ०-22 --) , 8५ (४ * 


(3-8) 
(38) की विशिष्ट दशायें 
(9) /? 7१, 4८5०, 445-०७-/), 8,55०, 8,5-] -- 82--% 
से गुणा करने पर 
«९ [#०«२६(७, ४» | 


__ (22)7(8),(०--2॥) ! बा 372, (772 -+4), 2(--०-१ 


न+। रखने पर तथा दोनों ओर 
278) 


/2| 


। “पा ४०७“: ४ --.4), 3 


४ | (०-72) ! ई(-7०--४2४), ३(-7००--०४ +4) , », 7-- 8. # : 74 
(3*9) 
(0) 747८0, /४5८-7, मानने पर तथा दोनों ओर 2९ से गुणा करने पर 
*#अढ,) [2० (० | 
(5) (०+2/) ! + ( 22/, 2(7/+4), #(-7०-४), $(-०-४-+-7) अर 
४ (७-7)! £ 2( 7०-27), 3(- ०-27 --) पु 
(3-0) 


(०) 25-50, 45८7, 0/5---४+-३, /८5--], मानने पर तथा दोनों ओर 2"(३), से गुणा करने पर 


०.27 
स (६) |#म ८, (७) | 


हित दर तब 59) हट 3४ ई(--# 72...) (--७०--१2) (--०--१४ 4) 
४! (०--7०) ! 08. उ(--०--97), $(--०--2४--), --४-+-३ ) 
(3:) 
अब हम पिछले प्ननुभागों में प्राप्त किये गये रोड्डिंग्स सूत्रों की सहायता से हाइपरज्यमितीय 
बहुपदियों के लिए कतिपय प्रवकलन सूत्र प्राप्त करेंगे 


4. 
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(०) ()) ज्ञात फल [5 ०वु०- 3, 9. 263] में - 


(52) | शो )| 2-+०+8+ शोक टी. 2 (७), 0<#<४, (4) 


तथा रोड़िग्स के सूत्र (2.6) का प्रयोग करने पर 


4 १४४४ /।--& (०,8) ]--&४ 
(>) ((+) पक. जुट तर) 


7(--)* ! & ॥४की /] ---४ १४ * पर (०+, 3 +#2 [--& 
“छू फहिक (ह/ीन था (२) (तर) "ले (।, ]+४-& ज्र )| . (4-9) 





(४) (2:6) के दोनों ओर “के सापेक्ष # बार श्रवकलित करने पर हमें एक ज्ञात फल [3, ८५०. 0, 
7. 2600] प्राप्त होगा । 


(9) (0) ज्ञात फल [5, ८५०. $8] में 


श्र (७) (0+/:) 
(कक) [2 00|-(-7 य। 0), ९<॥<० (४-३) 
तथा (27) का उपयोग करने पर 
धए+श | छत ] 
(2) (4 शी लकी 4+-// *)| 
_ ॥ !% ! (--])# रे | | न्ज्लल जे | 
. #-# ! ॥--# ! गज 5) 5 हें का ]--५--# ) (44) 


(४) (2-7) के दोनों ओर < के सापेक्ष * बार अवकलित करने पर ज्ञात फल [3, 0. 708] 
मिलेगा । कु 

(०) रोड़िग्स के सत्र [3, ८६०. 7, 7. 257] 

०, 8) ])0(]--४)-०(] 5 
ए' (&) ( ) पक प ++- न) ( ) [0 --20%+०(]+#)7*४ | 
तथा (26) से हमें 
4१%?! ॥ ] ॥. री 

(#%) (]--2)/7%६( कश्मीरी आता -&)%(] --४) 8 (<) (तू) प्र ६ 4 --795 गदर )| 


प्राप्त होगा । कक 


5. हम रोड़िग्स के सूत्रों का सम्प्रयोग करके कतिपय समाकलों का मान निकालेंगे : 


(7. 36 9) | 
(०) यदि समाकल 7-0 -“*%)7 2,, . (]--20) 4४, (8-) 


सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी के लिए रोड़िग्स सूत्र 8] 


(%,०9) 
(]--2)») में के स्थान पर इनका रोड़िग्स सत्र (2:6) रखा जाय तथा खंडशः समाकलित किया 


जाय तो 
कप ([द्ध 0: पे (0) [#” छोर 0, 7-+-7० 2७) [%, (5-9) 
जिसमें प्रथम पद दोनों सीमाओञ्रों पर लुप्त हो जाता है । 
इस क्रिया को (४४--7) बार दुहराने पर जिसमें ?४<४, हमें 
संग करत -शोफलफाएओं) त, 7-%, 2७) कं (5-8) 
प्राप्त होगा । 


(5-3) में सार्वीकृत राइस के बहुपदी को श्रेणी में व्यक्त करने पर तथा समाकलित करने पर 


है (१.५) । 
अदक है आह 8 (4, ४-८2, १) « (8-4) 

(2) इसी प्रकार निम्नांकित समीकरण 
+ | -2" 2५(8, 9६ 0०% (8-5) 


पर विचार करने पर ७(8,9; ») को (»"5) तारा पुनःस्थापित करने पर और # बार खंडशः समाकलन 
के अनन्तर 


27(8)% £ ! (--/४- ॥४--7 ), (-४-7१४५ #--/१ 
(2४-४4) ! (हे --2--%४ ) (8-6) 


दे १! हर प्र ८ 0, --7), 4 हि 
हि (--)7 हु |ह 2८(०-३)॥ /१+8 4 0 । ( 77) ५ ५ [४०० ) | ( 0*| ) 


प्र विचार किया जाय तो लीबनिदज प्रमेय की सहायता से हमें 


0,--१) 
/ 8 ०३ 7 0 4 | _ ( ' (8-7) हा ( हो / ०) 8९2 
<-+(--7) सहित ( $| थे; हर # 6.8 ६ हट (5 (6*2) 
प्राप्त होगा । 


(6:92) में 985-०5-१ रख कर तथा फल [“, ८५४०. 23] का उपयोग करने पर 
57 4 


82 मणिलाल शाह 


अल रे पा --722--/,4%--# , 
छल 8 लोन हट लय 7 586) सास 


द्द्र 8५ 
हमें प्राप्त होगा 
4 3 (-20४// 8-० (77६ क)ऑकितफि हल 
ल्म८ 7] 7 [्न्0 ! (8५) हि 84 --8)+ 


संकलन का क्रम बदलने पर 


के “72, “7-7, - £ 
4> ह(708006/% | [ ; & )- 





४0. (49) 8+ 

शर्त: 
व १7 फ “7, 4$, , (6-8) 
(--)/7 “(2 [८ कप 5५ 2 27 | 
52(-7)/ (4) (४ «6 | ए ८ 22030 +8 8 28 
जा #[ (6 श्र १५ 

ह0 | (04) 90 - 

विशिष्ट दशाएँ 


(७) (6:39) में #5-0, 45०7, 07०, /« 57 रखने पर तथा, गॉस की प्रमेय को उपयोग में 
लाने से 


मी गो बन्नि (का न | 6 *4) 


८ 77 


यदि ०५०१, तो यह 


(/7) 


०, 5)55(--4)” “(ह) [० %.4 (४) | हु (6:58) 


में घटित होगा और <«(») [3, ८५०. 3, 0. 204], के लिए रोड़िग्स के सूत्र की सहायता से हमें ज्ञात 
फल [3, ८१५४. 3*4, 9. 337] की प्राप्ति होगी । 


(9) (6:83), में /-2, 4-४, के जिला 4५7८०, 0, -२--7, 8,55८, 08 उत -+-4+-9--०--११ [४ 
रखने पर तथा सालसुटज प्रमेय का उपयोग करने पर ज्ञात फल [2, ८५7. 3:6, 9. 3] मिलेगा । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


मैं डा० बी० एम० भिसे तथा डा० एस० एम० दासगुप्ता का पथ-प्रदर्शन एवं सुविधा प्रदान करने 
के लिए आभारी हूं । 
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निर्देश 
खण्डेकर, पी० आर० । प्रोसो० नेश० एके० सांइस (इंडिया), 964, 
| 84([7), 57-62, 

वही । ]॥०८१८०००४४८७ 5८पत८४७, 84, ९०, |, जनवरी- 
सा 965, 

रेनविले, ई० डी० । 55९टांग 7'प्र7/८00758, प्रथम संस्करण, 4960, 
मेकमिलन कम्पनी लि०, न्यूयाक । 

दाह, मणिलाल । प्रोसी० नेश० एके० सांइंस (इंडिया), !967, 37, 
79-96. 

वही । इन्डियन एके० सांइस, बंगलोर में प्रकाशनाथे 


स्वीकृत । 


४[7373 ?3745क्‍3व 4 / ॥553॥09] 30 ?3६7/[८७ 
४०. 3, ६०. 2, #ए7 970, ?३४८६ 85-94 


फ्रियर न्यष्टियों पर 
के० सी० गुप्ता 
गणित विभाग, मालवीय रीजनल इंजीनियरिंग कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त-नवम्बर 27, 7969 | 
सारांश 


इस टिप्पणी में हम अत्यन्त व्यापक फूरियर न्यष्टियों तथा माइजर द्वारा प्रचारित समाकल परिवतों 
से सम्बन्धित कतिपय प्रमेयों की स्थापना करेंगे । इससे पूर्व प्राप्त कई फलों को विशिष्ट दशाझ्रों के रूपमें 
प्राप्त किया गया है । 


स्‍.05(॥९9.0६ 


0क् ए०फ्लॉटए छल्काशुड, 8297 &, 0 0. 6पफा०9, 76०००४४०८०४ 0० '४४क्‍४टए८०८३5, 
(87ए79० ८8702] 078776९७४४8 (४07686, ]क्ाएप- 


ग7 फीड गरठ€९ छ९ दरबाजाडए। टढएडांत 7607९08 6०४८९क्ांएए शाठ् एलालाओं #0प्रतंट 


इ्रलाफटी5.- बपते. फ्रा।दशप्डी. एक्ाड0003 वंग्ाए00प८४९ं छए 'शलेढफ,.. $6एकवो #68पर( ठब्रंप्रर्त 
९270॥67 07% 879९टाब 28565 06 0प7 77947828. 


!, विषय प्रवेश : यह कहा जाता है कि फलन ४(») तथा /(«) फूरियर न्यष्टियों का यग्म 
बनाते यदि व्युत्कम समीकरण 


०05 |, 2७080) % (0.7) 
तथा 
(५) न ॥(५०)/(9) 5 (.9) 


युगपत सत्य हैं। इनकी न्यष्टियाँ सममितीय कहलावेंगी यदि (४) 5-४(») और वे श्रसममितीय कहलावेंगी 
यदि 8(४)-£//५) . 


86 के० सी० गुप्ता 
यदि ०(६) तथा #(£) क्रमशः 8(४) तथा #(») के मेलिन परिवत हों, अर्थात 
6६) न ४-7 09(%) बंद (.3) 
0 
तथा 


प्रा) | #7&(») ८४, (].4) 


तो (7.4) तथा (१.2) की बेधता के लिए ०(£) तथा 27(£) को फलनात्मक सम्बन्ध [5, 9- 24 
(8.3.5) ] 


७(6 स( -- 80 57 (4.5) 
की तुथ्टि करनी होगी और 8), /(<) तथा $(») को कतियय अभिसररा प्रतिबन्धों की । 
हाल ही में केसरवानी [5, 9. 387] के एक शोधपत्र से प्राचलों एवं प्रयुक्त संकेतों में थोड़ी हेरफेर 
करने के बांद हमें असममितीय फूरियर न्यष्टियों के रूप में निम्नांकित #-फलनों के युग्म प्राप्त होंगे । 


773 /? 
सटे 0-3 /2 320 
(४) ++2ि८0 %&०-१/ अत जा ८ 2 





(6, , ०५), ४१३9 (८५, ०५) $ (64, ११) 9 «००9 (60, »५) ] 
(0, , 9) जा -, (०,,, (0,0)5 (4,, 0,), हब: के (०५५, 9,,) 
(..6) 
779 6 
£(५) २४८०८ 777 हट गाता 


८ | ८ 25८ 20 





(4--८,--१४७ १)3 "३ (। “7 ००-77/4५ १227 (4--44--००, ०७), --७ (य “740--५७, 2] 
( “"4,-- 03, 0), "००३ (] -“४,-- 2 0,), (3 कि 9--/8, 3.) ३९००७ ( घ 9,2--/9, /,%) 
(].7) 


यदि » वास्तविक तथा धनात्मक हो और निम्नांकित प्रतिबन्धों की तुष्टि हो 


() ४४--(5८७77-१:००; 


८८८ ध्‌ [८ 2 
6) 2(00)- “४ (00)55८ (9)-2 (०)>५७ 
च्च उप अप डर 
) 2 (8)+> (०)-+३|2 (8)+2 (७ 
08) 2(5)+, (2)+3[2, (8)+ै, ७)] 


. 7 6 24 ध्‌ 
+#-# +.2 (६) -+- 2 (०)+३) | 5 (०)-+ 2 (9) 
हि है नि | 


जहाँ “४-फलन [7, 9. 239] को निम्नांकित प्रकार से परिभाषित एवं निरूपित किया जाय : 
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775 7 65% 0) 55 (4५ 5) ) 
पर [# ६ हि. 9 979 | 

2? 4 । (8, , 3) 9 ९१००9 (०4, 4) 

72 7 
] | 7 7१ 8। -:/35) रा ही “4 -+- ०5) 
उन त ्क हैं हद 
शा: 7. 9 एएए-/ ४४ :ििए 484 (4.8) 
या 7(॥-8,--8६) 44 ८] - वाई) 
72+- 


हि ८/2 


जहाँ * शून्य ता तुल्य नहीं है और रिक्त गुणनफल की व्याख्या । के रूपमें की जावे; /#, 4, * तथा #४ 
ऐसी पूर्ण संख्याएँ हैं जिनसे €<छा <4; 05४: # तुब्टि होती है, व्(४5-, ..., /), 8/(४5-१, -... 4) 


धनात्मक संख्याएं हैं तथा 4/(४5-१, ...,/), ?॥(४5-१, ..., १) ऐसी सम्मिश्र संख्याएँ है कि “(०,-/8£) 
(#--7,...., #) का एक भी पोल 2(-०/--०५८६) (४5-१, ..., ४) के किसी भी पोल से मेल नहीं करता श्रर्थात्‌ 


०॥(०५-- ०) ##09%(45-- ५-१) (.9) 
(०, १9550, , 2 05८ डे /--] , की 6 के /2) 
यही नहीं, कंटूर <, ०--२० से ०-+१०० तक इस प्रकार विस्तारित है कि बिन्दु 


8; --० 
न >--- (लो 
त्छ 


जो 7 (४/--8/£) के पोल हैं वे दाई ओर अवस्थित हैं और बिन्दु 


के ५) 
*। ९०० ७ 777, 6 4 न _#न॑ 9 ४) 


4:--१)--7. , - 
च----+- (४ शा कै »००३ 77: #च्ल0, ) 9 2, ०० .) 


ः्प् 


जो <(--०;+-०४) के पोल हैं वे के बाई ओर अवस्थित;हैं । ऐसा कंटूर (.9) के कारण सम्भावित है । 
77- फलन सम्बन्धी कल्पनाओ्रों का पालन पूरे शोध पत्र में किया जावेगा । 


प्रयुक्त संकेतों की विवेचना 


आगे कोई भी फलन जो चाहे शतत हो' या खंडश: सतत हो और जिनके क्रम लघु & तथा दोवे 
» के लिए निम्नांकित हों ै 


“(४)5-०(७०) लघु » के लिए 
४)550(४८०४/) दीघ्घ ४ के लिए 


जहाँ ०, ० तथा / वास्तविक अथवा सम्मिश्र हैं, उन्हें सांकेतिक रूप से ४) ६4(०, /8, ५) द्वारा व्यक्त 
किया जावेगा और ४ घनत्मक पूर्ण संख्या के लिए प्रयुक्त होगा । 


88 
साथ ही (८५, ०५)) के द्वारा 
(७,, ०५), (4,- ०५); --- 
(([-०%/-०% ५%)) से 
०५») से 
&5 (४, ०) से 


(०--,9, ०) से 
&(०४,०--४३) से 


के० सी० गुप्ता 


» (०५9, ०५) युग्मों का शअ्रनुक्रम 
([--4 व्यू, ०१)) --५ -“758-- ५०६, ०५) 
५ 


३ *+*००७ ८५ 


०. ० 
है | ! है 95००५ 


([6-/0, ०), (०-8, ०) 
८ (४४, ०), /& (औ, ०७--) 


०--औऑ--7 
है 4 


विख्यात लेप्लास परिवतत में माइजर द्वारा निम्नांकित सार्वीकरणों का सन्तिवेश किया गया 


[6, 7; 9. 660, 780]. 


हलके समर) 


2 [#0:#+$, ८ मेन 


2] हम, ० (.0) 


(32) 7#77/2८77/%»फ | (, ,(5०)/.४) थे (7204 ) 


(4.0) तथा (.7) दोनों ही लेप्लास परिवत में घटित हो जाते हैँ 


८000 २८३ | «०४७ % 


जब वे क्रमश: ४ 5-5 ३औ तथा £5"---” हैं । 


(.9) 


निम्नांकित फलों [3, 9. 99] की आगे आवध्यकता होगी : 


यदि ०0, “(5)20 और नीचे दिए 


गर ॥0 फ् 2 77 
0) लेन 2 (०)-  < (०)-- 2 
च्यातई न्चि 


गये प्रतिबन्ध-समूह की तुष्टि हो 


|! 
(8) - 2. (8;)>0, [०7 ४ ८ [< उगेगड़ 
शीत, 


(7) ७-0, £ वास्तविक एवं धनात्मक है तथा 


? 
82%) 72 (५)+३(४-५)| <0, 


77245 7 


तो (०) कि 


[०० 
मु 





| दी 
772, 77+ 3 


००० “4 /2 जा 
2ध४7/2७ 47५ कब 


(4५ 9 ०५) 
(०५. /8५)) 


| (३-3/- ०), ६4५, ०५७) 


| 5 94 के | 
हा | (.3) 
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6 
जः [ वि #7-- 6 _/ः ल्- 
हॉ ।/ $- अदा मा (6/))>० (/--], ..., 7१३). 
5 | ! 775 77 (५ । ०५)) 
0)... ऑपआ/स,, / [०४०] 080 करू 
न, 775 ४2 +2 न (# पञ+ ०) [(०५, 6. ॥ 
हे ५42 धर [ढ (८, (9), (2# ) | 
छ। रे (-/; न श 0 ! अमल 
हा | ८7 -- ०2: (/४5-।, ..., ११४) ह (.]4) 


£. प्रमेय !, यदि & »), #(४) असममित फूरियर न्यष्टियाँ हों जिनका विशेष उल्लेख (१.6) 
तथा (१.7) में हो ०0, ८०० ४ 2)९4(०, ०९, ८), हर 5 ,> #%०४(७) .)0 ४ (०) ४(२४) ६०. (0,००) (३:०0) 


और $(9)526%0%-/ | * «० 7/१/७०) 





775 ६ (/--८ ) (3 ६/0-- ०७. 0. ) 
20 | (्‌ /4० /4//५ 22770०6, ०७/॥ 9, 
का ४५.५५ 533 | ४४५ (६८--८४,,--० ४) )3 ((-- 2 22) | कर | 
तो हमें 
पे) ७४७); (८ ४) ब्वद्रय7/26026०+7/8 ॥/8-(-० 


([--०--८-८/८(2, ०)), (०७, ०५७), ((८,, 08 ८ 


05 7275 [7 ४ 29% 20 
| ; । हे 2 १7 /773 207 [४ ( र / (06,,, (24%9)) । ((०,, 0,) | 





(2.9) 
प्राप्त होगा जहाँ 
6 
०--८-- | -- ७) > 0 तथा 70 (० 4 #] -- («८ -+-20 दल (#--, ..., १४) 


(7). 245४७); #+ 53 १, ४) -२26०४7।/87-० 





!75 |? (9) 27? | (६ + //--/--७ 9). ((६५, ०५)) ((८५, हे 
>< | 2777 (9)8 ५, कम ) (6७ (00) (४५, 0,)), (३+-26--/--०, 20) ।+/ 
(2.3) 
4 6 
जहाँ /(८--7--४--# +-)>>0 तथा /# का + 772०7 )>0 (/--१ , ..., १) 
उपपत्ति: (१.0) से 
722 कक शॉट ४ | जगा आओ) (0) बक, (2.8) 
(8)2 (४5 ४) 0 38 0 आ (० ः 


ढ पे 6 


90 के० सी० गुप्ता 
किन्तु (0.) से क्‍ 
है ॥ 8(2906( 9) ९5; (2.5) 


प्राप्त होता है अतः (2.4) में (2.5) से/ (४) का मान रखने पर हमें 
<(2र्प[ ७); ५ 5) 


ले शि 43 | | &ला 2६ (5») || 2(००)$( 9) % | 4; (2.6) 
प्रात होता है । 


(2,6) में दाहिनी ओर £2(9) का मान (१-6) की सहायता से रखने पर तथा उसमें समाकलन 
के क्रम को उलट देने पर 


4 (४7%) 3 5 ४) च+ रा ४४/4 कि (9) । 26० | 8४75 (& (5&) 


7775 [? 
262 0 आह, [४ (29)77 





! (6५) ०५) शा |! (८ 5 १4१) || प्‌ 
६ (8,५, /,8/ )5 ४ (४, 0,,) | ०४) (£ ) 


(.83) की सहायता से (2.7) का श्रान्तरिक समाकल निकालने पर हमें (2.2) की प्राप्ति 
होती है । 


(2.6) में समाकलन-क्रम के व्युत्करमण को न्यायसंगत होने के लिए हम देखते हैं कि वहाँ पर 
&-पतमाकल परम श्रभिसारी है क्‍योंकि 


॥(।-+०++/४-+ ० ह6)>० (/--.  , .--, 72) 


8 
72(5) 0, ८०0, ०7०0; और >-समाकल परम अभिसारी है क्योंकि 2(४)8(॥»)«८८(०0, ००)[१-००) 


अ्न्तत : हम देखते हैं कि (2.6) में दाई ओर के पुनरावृत्त समाकलों में से एक श्रभिसारी है क्‍योंकि 
_ 85)>:06) तथा 2(४-:/-+ 94 ०)०० अतः द ला वेली पूसिन के प्रमेय (2-2) के अनुसार समाकलन- 
क्रम का व्युत्कमण न्यायसंगत है । इससे (2.2) की उपपत्ति पूरी हो जाती है । 


(7) इसको (4.74)/ का सम्प्रयोग करते हुये ऊपर दी गई विधि से सिद्ध किया जा 
सकता है । 


3. विशिष्ट दशाएँ 


-(4.6) तथा (.7) में सभी «,/2, » तथा ० को इकाई के बराबर रखने पर तथा ०5-०४ रखने 
पर हमें केसरवानी [£, 7. 27] द्वारा दिये गये अंसंमितीय फूरियर न्यष्टियों के युग्म प्राप्त होंगे । 


फ्रियर न्यष्टियों पर 9] 


? ५ जा 026 3 «5 
2 हक | हा ग ] । | (3.4 ) 


3 «४००५ “979 “43३ 5««* 


8(%) न 2८.7 ४ 


१3 # कस थे ,, 9 8, , क्र क्र ० 


हे हा 
/॥(५) -5 2८3४-7० 2 कक | थदविफ कक क ध्‌ 49 का | (3.2) 
जहाँ ८-0 और निम्नांकित प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं: 
(0) ४-7 572४- 4>>0; 


हि है: ५ ्े ८ 
) ४ (०)+न- 2 (०25० (2)+< (4) 
है जच हे आर 


यदि हम प्रमेय ! में उपर्यक्त प्रतिस्थापन करें तो यह निम्नांकित रूप धारण कर लेगी : 


प्रमेय 2. यदि 8£(४), ४(») ग्रसममित न्यष्टियाँ हों जिनका उल्लेख क्रमश (3-7) तथा (४.3) में 
हो चुका है तो / (४)९६४(०, ४“, 4) ८००0, (5) :>7४६४ (०), 0), 


$(9) स्त2ि6/27-१/2 | 3/0)// ता 4५ | 2(/92)) 2४ न ०००१ “7८4, 7744, «-»« न । ढे 


32030 लक, हक 0] 
तथा (४) ४(१०)६८ (0, ००)(३-००)॥, 
तो () थडर्पअऋ); ।8 3)००2४)7१7२४०,४) तर्क 
शी थे (42 कं 29) 2९ 6 (७,  -- /-- ४--/ /2. (५५), (८ 
>६ 37/2०/०४ं # 2 ४/20 9) 2वीशिर+दू+ ान-ड पर ( | के : (0,), । हे /। ४ ( »| 
क्‍ (3.8) 

जहाँ (८-75 ७-+-$) >0, (7 +४-- ७ + 2/४8/-- ) ->0 (४5८-१, ..., १०) 

(४) (& 7७४), &+], 7३ 3) 5-०(2.४) #+ (25%) 7/#-२॥/8४-/८२४ 


नि 779 /+ 4४ 
2५ | »४-7/59५ ( 9) 2+4+47४3 ॥+7+ 2 


[2 2705१" | 6 (20, #+#- --८+१), (५५७, ०,) 


जहाँ 4 ----४-- #-- ० -+- ) >0, मं ही। 4 -८--/--7 -- हु 2/४8/) >>0 (| कप + 72) « 
(9) «(7 (५); 5) "२४ (4०२४-7८(2४)/7#+% (29% १ धन | जा १(9) 


५८ ३४-थ हा, हि [८ ५ का डे हक 0, (५५) 2४ | (3.5) 


५2 के० सी० गुप्ता 
जहाँ (०--7--१) >0 तथा २ (४--7--३--१/०,) > 0 (४--१, ..., ?» . 
(४) को सिद्ध करते के लिए हम (४) में 2: ----? रखेंगे । 
(3.]) तथा (3.2) में प्राचलों को उपयुक्त मान प्रदान करने पर हमें इसके पूर्व कई लेखकों द्वारा 


प्राप्त अनेक फलों की उपलब्धि होती है 'किन्तु स्थानाभाव के कारण यहाँ हम केवल एक 


को इंगित करेंगे । यदि हम (3-) तथा (3-2) में #०/--), 450, ४5०2, “४--4, ८४७३, 65६०] 
न 7 कि के हु ेल्‍ है नंगी 
ह्कलनल 6? 255 तथा “६७- > रखें तो हमें टिचमार्श की श्रसंमित फ्रियर न्यष्टियाँ प्राप्त होंगी 


श्र यह प्रमेय इसके पूर्व वर्मा द्वारा प्राप्त फल [70, 7. 270] में घटित हो जावेगी । 
4. सससित फ्रियर न्यश्टियाँ 


यदि हम (0.6) तथा (2.7) में निम्नांकित प्रतिस्थापन करे : 


4-5, ०३००१, 4[55।--4३-५|( | -२१, .... /) तथा १5-४४, 8/550:, ४;5-] -- 8;--/?; 


(2--१., ,.., 2! 
तो हमें फाक्स द्वारा दी गई [2, 7. 408] निम्नाँक्ति सममित फूरियर न्यष्टि प्राप्त होगी 
&(%) +-// ४) 
208 ६ (५५७, ०४)), ((7-०#--०/७, ०/७)) ] 
--2८0%:0-7 /2 है 2,260 ]९ 
का (७, ध | कं | [925%8) 5 (कद 8,, 77/0%, 0) ा 
जहाँ ४>0, ०>0 तथा » (8)- > (०5) 


पुनः यदि हम प्रमेय 4 में उपयुक्त प्रतिस्थापन कर तो वह निम्नांकित रूप में घटित हो जातो है : 
प्रमेथ 2. 
यदि सममित फू्रियर न्यष्टि को ($.) द्वारा व्यक्त करें 
००0, ८2०0, /(४)6.4 (०, ०, 4), (5) >#4४(/२(५), 0), 


6 (9)--92०४०-7/३ | ४०-7२) 


7775 


० ॥ 2/.८)) 2० 


209 2॥ | 





६(4/, ०७), (( | 75#-77०/; ०.) | | (4.2) 
(0,॥५ 9) 2) १ (( ॥075 #७ /30)) 


तथा ६. ४(४(&€(५१०) ६८ (0, ००/(२:०००), 


फरियर न्यष्टियों पर 94% 
तो ७) 
“4 (५4५); /225 5) --€०व4ा 7/5 2/+0०+3 267 /४-१-० 


273 /2?+2 22% 40 --7--- 2 2 
« [्मकजम 25, (2) [07770 ने; (०) ((-%-% %) 


005 (%)/3 (7 0 3, 8 )) 5) 
(4.3) 





जहाँ 4(०--८--/७+ 2) 2० 0 है (एकग्न 4--४+- 2०३/)>० (2, 77) . 
(7) र4(४7 (४); #-- ३, 7; 5) 


---2८057/4-/8-0 | _9०-7/29 (9) 





72 न | । हु ( ड (डै/-£-०--?, 20) (०७, ०#))५ ([(--4०/--०५७, ०५), | 
286+89 आ0+ 7 | र्ध | | 20३ /3%) /५ (१ 89 ८2% 0) (है 2/--0-४, “2 ) 
(4.4) 


जहाँ (०+--7-#--) >0 ( ०न-#+ ईैफ॑+2० हु ) >0 (#--!, ..., %)) 
“*प (७); 5) के मान को (४) से उसमें #55+१ रख कर प्राप्त किया जा सकता है। 


(4.]) में ०-१ ८5व१ (75-व, ..., /; १5-१, --- ४?) तथा ०5८-+४ रखने पर यह फाक्स [2, 0.40] 
द्वारा दिये गये निम्नांकित सरलतर सममित फूरियर श्रष्टि में घटित हो जाता है :-- 


«००५ ८%$ + 4,. ...३ “7 4५ | (4.8) 


&) ++ &) +- हज 2 
&्‌ ) है ) ८५ 9), ७४४ 9, , ०००५ --0,,, 


८ कब हो 2 हि 
3 297 





यदि ८०0, & वास्तविक एवं धनात्मक हो, 
#४- 77>0, (३-०) 70 (॥5-१, ..., /) तथा ३ + 2) 0 (75१, ..., ४४) . 
यही नहीं, उपर्युक्त प्रतिस्थापत प्रमेय 3 को निम्नांकित रोचक रूप में घटित कर देते हैं : 
प्रमेय १. 
यदि सममित फ्रियर न्यष्टि को &(४)5-/५(») द्वारा व्यक्त करे 
>(४)6६4(०, ० 8), <१(७) >>7०८४[९(०), 0) 
6 (9) >२२८२४)४-7/४ | ५१४-7/77(७) 


72725 


6 3 4$,-०], -.., 
26 ०५५, #॥ [०(७) १० ! ह कै | ८ (4.6) 


१9 ***$ 2759 9, *०« “70, 





तथा ९ (४)४(१४)६८ (0, ००)(३४-०), 
तो (0) हछ/०); ६; 
८-८८ ( 2४) (+म+2 07 (4--(-भ४ (29%) है ॥ स्‍ 3-४ | + अमन शक [ ») 
0 


20 7 2%/४ 2. है 8 ॥। 3+> ५) १895 6 5:»0 8 «« ., --4/ | हा 
2५ 2/+2.0, 2६8 । ८ ( | ८ (४४, ( -5/४) )+ ८7 9: ४ | ध्‌ं) 6 0 


कल 


3 "** “४ ॥739 पूंछ १४७३ ० 2 हक] 


94 के० सी० गुप्ता 


जहाँ. ढक ॥+ $) 0, (+ --] |; »-+- 2४9/) >0 (#5-१, ..., #? 
(9). 24४7४); & + है, 7४ 3) --०(2)7/-२(2/४) #/+757/2-४-२४ | 203/%५ ()) 
0 


हः ँ20 उ>28 | 29४ 2 / ि (20, क््चः रत ८--/--०) 3 ८24, »« ८५, ८, ...) &| 4) 
26+4.४५ शशानथ7ो ( ) 8, , ..., 0.७, 7704, --- 2७, /५ (2/, 2£-/--/ -- ३) ; 
(4.8) 





जहाँ. पि०+क-#+#+7) 0 तथा /--#-+-$+#/-८१-+-2२४०५) >0 ((5-7, .... ४०) 
4.7४); 3) के मान को इसमें (४) में #5---” रखकर प्राप्त किया जा सकता है । 
श्रन्त में हम प्रमेय की एक विशिष्ट दशा की ओर संकेत मात्र करना चाहेंगे यद्यपि ऐसी कई 
विशिष्ट दशायें उद्धुत की जा सकती हैं । 
प्रमेय 4 में औ४--, ४४--॥., /550, ०-5३ तथा 2775४” रखने पर हमें श्रन्य फल प्राप्त होगा 
जो वर्मा [9. 7. 703| द्वारा दिया जा चुका है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


इस झोधपत्र की तैयारी में डा० के० सी० शर्मा ने जो रुचि दिखलाई है उसके लिये लेखक उनका 
श्राभारी है । 
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2. फाक्स, सी०। टजि० ग्रमे० सेथ० सोसा०, !96, 98, 395-429. 
3. गुप्ता) के? सी० ! द 79885 ते ]8 5०2९6६८ 8लं०7४गिवुए० 06 
987प5%८!९३, 965, 78, 97-06. 
4. केसरवानी, आरं० । द प्रोसी० श्रमे० मेथ ० सोसा०, 963 , 744, 27-277. 
5. वही । ट्रोज० प्रमे० मौथ० सोसा० !965, 5, 356-369. 
0. माइजर, सी० एस० । 770०. 7००७. ए८टत67, 7०90, ५४८६८४5८) , 
940, 45, 59-608 
४. वही। वही, !94, 44, 727-737, 
8. टिचमाश, ई० सी० । पुफ्&०7ए ०6 7#0एए७५०० 47/6४27०5, आक्सफोर्ड 
937 
0. वर्मा, सी० बी० एल०। गा 3० एके० साइंस (इंडिया), 96, 30 & 
04«-40 


0, बही। वही 963, 33 8, 267-274. 


भ४[]3743 ?375]3 6 /॥ ७5० ॥ 5॥3॥7 7?307|<3 
५७०. 3, [३० 2, /&ए7॥ 970, 79885 95-।00 


दो चरों वाले सार्वीकृत फलन सम्बन्धी एक अनन्त समाकल 
एस० एल० बोरा 
गरिएत विभाग, एस० के० गवर्नमेंट कालेज, सोकर, राजस्थान 
[ प्राप्त--अक्टूबर 2, [969 | 
सारांश 

इस शोध पत्र में हाल ही में कलला द्वारा दिए गए प्रमेय की सहायता से दो चरों वाले सार्वक्वित 
फलन सम्बन्धी एक अनन्त समाकल का मात ज्ञात किया गया है। इस फलन के तक में (5 
आ्राया है जिसमें ४ समाकलन का एक चर है। कतिपय रोचक विशिष्ट दशाओं का भी उल्लेख किया 


गया है । 
395६५"2.८ 


687 उंगडरितय(९ 40 €छएव२ं इगए०्ंंगड इशफ्सणबॉडटते सात ० ईछ० एगणतेऑ०९७, 
89. 8,,. 8079, 267 ०0 १ ८९ाणबा708, 9. 4. (५070. (40॥686, 97087, +7०.]०87787. 


एल पड एवएला थाए ाविया€ उघाल्छा2) 0ए70ए708 ए276725९वं घिलाठका 0 ए० 
ज्ापंत)९5 7स्‍770वेंपटटव 9छए जिपा00 एप 8०9 5 72667 €णडपट्त जात 66 आला 
ठगी 3 (८07८० #ढ००णए शुंफ्डय 97 ४9... 7फ्मठ बाइप्फादा 0 6 फपिलध0ए0 ०0गांक्षंत8 


4-- ४४ -- ८४* ५ | ५ & 
पर लक + भार ह 35 6 एथए790]6 6 १्गाटड्ए४07. 2 6ण पाल्टडागह [087070ए०४7 


८85९5 27९ 2750 76९९४ 77€ग्र0४6व. 


4. मुनाट तथा कल्‍्ला' द्वारा पारिभाषित एवं प्रदर्शित दो चरों वाला सार्वीक्रत फलन इस 
प्रकार है : 


| ,0 | 
2-7793 47 (6643 464): (200, 247) 
772, 2४ ९ 
् (6 8 हि) (८१३, 2/9)35 (4५७ 449) ० (.) 
शक 773 ) (८3, 4५8, ); (448५ 42५8) 


2 37773; (3-7 778 


॥ 
रे 2 म् ; है ॥। 


| 2 (ढ -+-%) १(६, १) धर 40) 
* 75% 


95 एस० एल० बोरा 
जहाँ बांई झोर संकेत (०?, 4५) £ कोटि वाले युग्मों के लिये आया है (५७, 4/); --- (०, 4,) जिनके दाई 
झोर 7., तथा 7., दो उपयुक्‍त कंटूर हैं और 

7८८ 

५ 4 (4 -+<47%) 

2 रे ४/75 
(है -+-०) उ८ अं काआर तंतनतारंलपावा: 
<. ॥|(--6-- 4£--.40) ४7 (9; न॑-2 £--2)9) 


अचाय+२ 


3 
7 7(--०+ ०0%) 7 7(2॥/--0/8 7 7(-०+-ख) 77 7(//-7 0) <9? 
न्न्य न्स्य 
९ (6५7) स्तन 
 गए4-0०8) 7 गत-ढ०+्28) 7 गएग-खण) ४ 7(--॥+2)3) 
है 2 ///0 उच्याडन॑ 3 है 2/(/ 
यदि #, 22772>0, ५2277 ->0, (322773 220, 4:20, 4५:7772:>20, 48>>7३>>20, 4। +42::/7 -+-/५ और सभी 
2, ४ तथा ४ अनरणा पूर्ण संख्याए हैं। 


सर्वंसम्मत लेप्लास परिवतें 
“(6) 7! | ८7778) ४, ४(8)>0 (.2) 


को निम्नांकित प्रकार से प्रदर्शित किया जावेगा 


(४); 2/5/ (४) 


कल्ला* ने एक प्रमेय सिद्ध किया है जिसके अ्रनुसार 


यदि “० ४); 8) 5-/(/) 

तथा 776); /)-४(/) 

तो [_ 87/2(6 -|- 8४ -- ८४२): का) (8 -+24/5८) 8 (8 -- १/८६८) (].8) 
रण 


गैचे दिये गये प्रतिबन्ध समूह के लिए न्यायसंगत हैं 


(४)  /+(4):20, ८००0. 


(2) +(£-+३$)20, जहाँ /(४250 ४६) लघु ४” के लिए 


दो चरों वाले सार्वीक्ृत फलन सम्बन्धी एक श्नन्‍त समाकल 97 


(6) (7) यदि *< 7; तो “0४ +95/०० ० पक पु की 
(0) यदि 7--१; तो 28) <0 जब 2९(० (9,७००) -.7१(8) 
तथा 2 थ+$)<0 जब 0(#४--24५/4०) --7२(8) 
(४) यदि 7>>57 तो “९(2) < 0, क्‍ 
जहाँ _)5-0(४९०४०) दीघे # के लिए । 


2. समाकल :-- यहाँ जिस समाकल को सिद्ध करना है वह है : 


[*५+ 2. (4 (6 गो ॥/7 5 ८४) 2--१--३ 
|4| 





०, ० हि 
९ ५] (५५, , 4५); (94,, 24.) 

77५ -+-4 , १ ८ .. ढाई! 
(2 ० 777५9, ते (०५,५ ८9५)3 (7१५ 5); (०५, “424,) (6-+- 8 - + | 4 


(28 १३ ) (6५, 2५.) 93५ २4.) 5 


238-77773, 43-77: 


>८ 47 


बे ९८; (8--24/4८) -)-१/४ 


०, ० 
' % के (4/,, “7, )5 (0५, 94.) 
77५ -+- , 77५ ) ९५ १. 0. 
कर (५ “ 279, १५-777५ (6७,५ ८४५)3 (4८५ 229,) (9--24/०८)* ? ' 


( 772 , 72३ ) (४0.५ 5७9३) 3 (933 4१) 


/23 ४ 03 7773, ४] ां 779 / 


दि... (०००, #(8-+20/००)>0, ०००, 20-३)>0, #[# कँ +१+ २) 
230, 2५9>377->0, /3-2773 20, 4, 20, 42 >> 72 >0, 4३-2773 >> 0, 


4.+३ल्‍टेपि 3 4र-43लेथिन॑ 235 ८“ न न ८ हे 4 छा “>2|<0 
प््मा हि 6 हि ँ 
3 ' ४] 4, .$ हि कम 
20 40.2 ॥--50 3... #..<0 ४ (हु १ै+ (7-5], 2 
हि । जा उच् ् छा +9)>९ ह।' कह [५ &! जा क। 
23.2 0 
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ध्‌ १2 772 
[गड ० ६ (2, 4-7, 0+ कील ० व मी क 5 
हि (पदक 


ये है _नता2+- हि /च्या2-ी३॥ 
तथा 
4 है कर 2 को हे ऋजओ ऑन हे के 
_ हा नी हा टी ज्यों, 
| 278 8 |<< ( 2 मा न हम आवक ठ 
उपपत्ति : यदि 
0, 0 | क्‍ ह 
कट | (4/, ५ “6, ): (945 39) । 
77, , 72 । 
कम | (५० 5, 4,-,) | (०७६ :५)) (०५ 20%) ०४ 8 
772, 77 , 2%५.); हे 2 | 
लें तो (.2) से हमें द द 5 8 के | 
- ख्क्रेशोन ही (2.2) 
द ः । | रा द 
/१५ 47 (4/॥५ 4५7 ० (044, 243) 
०० 77, , 7? 
त्त | न व । (6/, (४५) ५ (4५,, 2,,) था, ' ४४, 
775, 77 पा । है ' 
2: 48 न 89 *%007 (जप 53) 


प्राप्त होगा और समाकल्‍य में दो चरों वाले सार्वीकृत फलन को व्यक्त करने पर, समाकल के क्रम को 
बदलने पर (जो [| से सम्भव है) आन्तरिक समाकला का मान निकालने पर और (.7) के द्वारा 
फल की विवेचना करने पर हमें 


0) पड अल कक) 
न्फूम 2 । ६-०) | %७९%)+ (-0 0:4७, 20) | कक /# 
हम गा थे (8५ 9५); (4 रब) | 
+-+#(#) क्‍ 


प्राप्त होगा यदि 40(/)-0 2>20 4१>20 22272 ->20, 23-2723->0, 4५227, >>0, 
कलेग्स्ल0, गर्न-4केक्रिन॑फक शक नी. | 


दो चरों वाले सार्वीकृत फलन सम्बन्धी एक अनन्त समाकल 99 


इसी प्रकार हम &(/) का मान प्राप्त करेंगे और उसे (१.3) मे प्रतिस्थापित करने पर हमें फल 
(2.) की प्राप्ति होगी . 


विशिष्ट दशाएँ 


0) यदि 4#7-*9750/४50क-9३35२7५४7०7५ तो गामा फलन' के लिए गुणनफल 
सूत्र प्रयुक्त करने पर हमें एक फल प्राप्त होगा जो शर्मा द्वारा पारिभाषित दो चरों वाला सार्वीकृत फलन 
है । प्राप्त फल' निम्नांकित प्रकार है 


रे ह?५7।2(6-- 88 -- ८6) 777 
0 


ऐ ० | द 
45 44 4., «-«-$ 45/५; 9], पी, 4व 


77 +- 4, 772 पं ५ 
(७ ( हि ) ८4, ***३ 7१9५ ८5 -*५ 2); 4,, *ज ३३ 4५५ हु (ब्य#पक्र) » ५४ 


22 गा 7773, 42-- 7 


7774, 77 ह हे 
| 55 3 ] 486 # ०००५ ८9.5 हि पा दा 


23-77773, 43-- 7:8 


म्स्र ९ (9 --24५/46)-*०१॥५ 


॒ ४ 0 | हर | ह 
/4, प्‌ ८, 3, 604: 9॥, ही, 947 
॥0५ +- 70, 7४ |. |, 
८ ५ पक हर कि ८१, *०००३ ८/99: कप (3/--+५ /); 4. , ०००) ४५, छ (उफ्क्ाक न) कु ' 


772... 77 नि 
( 33 3 ) ८|, ०५००७ ८/55 हक 8 


/283-773, 43-7778 





(2.8) 


यदि 7०):>20, 2४० -- 24/०2८)->0, ८:20, (2-5) >0, 422 94492<2(१४५--7७), 


(2728747 -+43) <2(72५ --728) /75 >> 4 , 773: , 7(#6,--१+ ह्र) 2? ४५ (5-१, 29 . 7१2) 
तथा | 2 ० [< (४09 + /५--5/] 7 294 7 /8 7 3499) 7 
| 278 / [<< (॥08--7५४--३/ ८: $94 7 33877 3208) 7, 


न 2. +-+*ै |--7 + 0 
जहाँ 20 0 आम हा, आकर बा, 


अब यदि हम /:77970 रखें तो ( 2.) कलला* द्वारा दिए गए ज्ञात फल में घटित हो जाता है। 


00 . एस० एल० बोरा 


_कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० आरण० के० सक्सेना का उदार पथ-प्रदर्शन के लिए श्राभारी है । 


निदंश 


: 4. ब्रामविचुउ: टी० जे० आई० ए०। 
<. एडेल्यी, ए० हि । 

3. वही 

+. कलल्‍ला, हो एल० । 

3. वही। 


0. मुनाट, पी० सी० तथा कलला, एस० एल० । 


7, शर्मा, बी० एल० । 


47 वृा700फ007 (0 ॥776-४८००७ ०एा ॥ए7ि0/८ 


: 5277८5, सेकमिलन, लन्दन, !955 


पु'5968 ०णी ॥7687७)। "द78707775 मकग्राहिल, 
न्यूयाक, भाग 77, 954, 

लि8॥67 पुफक्चा82९० ० च्मांगो कप८ए०१8, भाग , 
मकग्राहिल न्‍्यूयार्क, 953 

प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इंडिया) 07, &7 (4) 
]95-200 


पी० एचडी० शोध प्रबन्ध, राजस्थान विश्वविद्यालय, 
968 


(प्रकाशनाधीन ) 


7709९05 066 72 80८6८ क्‍ 80९०7४१० ७० 5८ 
370752!25, [995, प' 79 ]: 26-40. 


४ [7373 ?875॥9 90 /॥७5३॥०॥३॥ ?3६-०]|८७ 
४०. 3, ०. 2, 8ए7 ।970, ९०४०६ ।0-]05 


बेसेल फलनों के गुणनफल वाले कतिपय प्ररिसित समाकल 
एस० एल० कल्ला: क्‍ 
गरियत विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 

रा [ प्राप्त-नवम्बर 30, 7967 | सा 


सारांश . 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य श्रीवास्तव द्वारा प्राप्त नवीन फल को प्रयोग करते हुये बेसेल फलनों के 
गुणनफल वाले कतिपय परिमित समाकलों का मान ज्ञात करना है। इस शोधपत्र में स्थापित फल 
लेखक" द्वारा दिये गये फलों के विस्तार रूप हैं और विशिष्ट दशाओ्रों के रूप में दिये गये फलों को भी 
समाविष्ट करते हैं । 


43.957४०9 ८६ 


90:78. खप€ उैग ०27 5 पाए करंगड् एएग्वेंपट८ ०4 छ8ट5ड९] +प्रमटा०जड. 39 
95. 4... “423॥]8, क्‍06927077९४४ 0 धरा रााव03, एफॉएट्शए ता 3०04%795फ०७, ]०58ए9पफ. 


-+म्रढ 5ए[6०६४ ० क्र ए-टडटणा 7०767 75 (0 €ए०प४6९ 5077९ ॥77६6 7287478 7ए70एंग्रटु 
770व4ंप्र८ ० 8658८] प्टपं०प5 59 पञ्रण8 3 72८5प( #८८०याए हाएव्य 57 पर, ४. 5जंफ्वरडश4ए०. 


बट #68पा5 €४ब्ॉ5096त ३४ ४5 7०767 276 ६6 €ट्णड079 ० ४76 7८४परा$ 76670 छए6€ए० 
०ए 2पा07* बात गाट[ंप56 (9९ #९४पर5 शाएटए पा6एट 38 एव-पंटपो४० 285८५. 


7. इधर श्रीवास्तव ने [5, 9. 50] यह दिखाया है कि 


(32) 72 7/ [7,/(०४)) 


|] 


5 0 80 2 7 
पा ब् े जल )+9(%) 


77 (7"(--9)) ”” 
पल जि 


>(४(--#, 0 +-7; शा नी, ...., 2४ --7; 67, शश 4, 5] 
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ए (60 (0+-१) 
्त्ा 





//7720 0 0 
म्म्स्ज्‌ 
%४#८(-?, शत 45 ण्व्या [ 90 “50889 2७773 65, हे ह ५, 7) ः ( 4) 
जहाँ “”% से ४7--- +?#- का बोध होता है । 


(-]) के दोनों ओर /(४) से गुणा करने पर तथा 0 से ८ तक » के सापेक्ष समाकलन करने 
पर और समाकलन तथा संकलन का क्रम उलट देने पर हमें 


[| शोग्येसए (9४%) / ३०% 


गे ()7ं शेनय 
म्न््य 


ग (0-27) / (॥--7) 
. 4) 
रे (८ (4 --9४)) 
0 2 कक 57 हा 9,43७) / ४) ८५ (-9) 
0 


की प्राप्ति (८()+६--):0 के लिये होगी यदि /(»)5-0(%४) जब « तथा “०४--4)->0 छोटे हों 
जहाँ / (४)7704((४--०)”) यदि “४ 6 की ओर प्रवृत्त हो । 


समाकलन एवं संकलन के क्रम में परिवर्तन न्यायसिद्ध हैं क्योंकि [0, 7. 500] 
(]) श्रेणी द 
2 (&--2.४) (2-५) लो 
#(--९,, 3-२३ खत, "५, शत; का, ७5० 2 
समान रूप से 0६:४&:8 में अभिसारी है यदि 8 काल्पनिक हो... 
(४) बाईं ओर का समाकल पूर्ण रूपेण अभिसारी होगा, यदि “०१--६+):-0 जहाँ / (४) 5०(५४5) 


क्योंकि ४ शुन्य की ओर प्रवुत्त होता है और ““7--7) 0 जहाँ /(४)--०१(४--०)”) क्योंकि #! 4 
की श्रोर प्रवत्त होता है यदि 0<:£<:५, में शतत हो । आप 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्देश्य (!2) फल की सहायता से बेसेल फलनों वाले कतिपय परिमित 
समाकलों का मान ज्ञात करना है ॥ हट द 


बेसेल फलनों के गुरानफल वाले कतिपय परिमित समाकल 03 


2, इस अनुभाग में (१2) की सहायता से कतिपय परिमित समाकलों का मान ज्ञात करना है: 
यदि हम द की की: 7 
(४) - ४४7 (6-४) 77 7/(») 


लें तो (!2) के प्रयोग से तथा दाहिनी ओर के समाकल का मान ज्ञात फल [4, 9. 302] की सहायता से 
निकालने पर हमें 


|, 2 ५५+५-०2/४:-7 (६ न #£) 3-१ है (*&) 7 | 75» प्र ( 6 8) | 42 है 


श्थ्था/ 7 (८) ४:९8) « द 
ला 7-7) 72(2--27--४-+०) 2” 
हे ४ लेक) खछि-+-क#+/-+०+४) 

॥0७८८) 7770 5:75 





&"५+५०+/3+27+?-7] [तह औ-+7 णश्त्नाय | के न 6.7 घी 4,5) 


2 2 रह -+-०), ३(3--27--/७+ ०+-१, $(०-+-7), $(2--2)3 --०|# ] 
3-9/७+, ०+], 3+-2/+/-+0, ३(3+औ+-2+ «न 8), ई(लैन-न-2-+०न+ 7) 
(2-०७) 720, 2(8) 0... ' ते द (2.]) 


प्राप्त होगा । यदि ४-2, तो ४ एपेल 'फलन ४ में घटित हो जाता है जिसके परिणाम स्वरूप (£ ) 
लेखक द्वारा दिये गये एक नवीन फल में घटित हो जाता है। ' 


इसी प्रकार (229), (2:38), (2% तथा (25) फलों को ४४) में (४) को क्रमशः 
&?-(६--७) 7८०7, &7 29 (8-७), &(6-२%) 7 2,(8-७) तथा &#€ 7 (४१--४?)877 7, (४) मानकर 
और दाई शोर के समाकलों को क्रमशः ज्ञात फलों [2, 7. 93], [2, 9- 354] [2, 9 354(26)] तथा 
[4, 7. 298] की सहायता से सत्यापित किया जा सकता है। 


| दणिरि-टफर (6-४) 777 7 (79(०,४) ) ६४ 
० की 
[ (6,)"7 7(०)27< 


ध 7! () म /) (५9 के न 27) ०2-47 6६2+0०+ >५+-2१-- 
आ्राजह्यआाजउफककब्कशेफ्की 


॥ ध्य्द्थ 


/_(+छ) . क्‍ 
द [--7, *ै+? खत, «७ शा का >+ २3 4 2) 


3(०+)3+-97), $(/-+2+ 27 -+:4); -7०१/+ ] 
2--%--, ३(०-+-०+-)२+-०७), $(०+०+-२+१7१+) 


70(3--०)०0, 2(०)->०0 के 8 जन आम ० 7 हा 





04 एस० एंल० कल्‍ला 


[६ #ख्था 3/७-०) ए (.॥(० ०) 


श-अजरों (ढ)ण॑ 0 
बनते ७ 70 
ध कक 3 “2 )+ 37+-0 (4) 
पे हत--०9)) 
है 


< म#(-+, /न7; प्र्न-2, ४७७ “%77; 45, ०००१9 4५), 


40()2):->0, 2७(/०)>0०0. 


(2*3) 
(शक छ-मय ७-० मे 0॥000)% 
म्त् हे 
;८/ 
चल 77 (कोशंध 5 
जय ०-27) /(»--+ 
“न कक >>. सम १+२७+४ (०) 
पं धात+ण)) 
डे 
हु 4 7, न-?; सर, *35% ते व 4; 45, री 2 
7 (2)->0, 2(७)->0. क 
। डीत2०- 25977 (६१-२१) 8-7 3,0०0) 77 (/(4७))4% 


इत्च् व, 


| शेयिणारए मी छोर) ५ गाज) 7(/ हर - ०)गवकक-8 
ब्ल्च्य ॒ 


नभनिजिभरन्स->क, 
_असपनध्नन»मन्‍»क 





हि एज) 7(०+) १ 7७+»]) गा 03 +8)₹ ! 
फट 4-7, /न-7; सश्र्न4, ०. ४ ---॥ /#] 3, कम 4,5) 

पा 02 2 हक थे ई(2+लैज27/2), $(2+शेन27)+० , -* | 

...। (9नरेनाओ, #नजे गेनीशि न, 3(०कमे+श2३) ऊब्नकी. ह 


(2 +)+2०) >0 तथा (8) >0. (2-8) 


यदि उपयुक्त (5४४), (2-3), (2-4) तथा (25) फलों में ४-2 रखा जाय तो वे इसके पूर्व 
लेखक द्वारा दिये गये ज्ञात परिणामों? में घटित हो जावेंगे ॥। 


. कृतज्ञता-ज्ञापन _. 


शतत्‌ प्रोत्साहन के लिये लेखक प्रो० श्रार०, एस० कुशवाहा का आभारी है । 


बेसेल फलनों के गृणनफल वाले कतिपय परिमित समाकल 05 


ब्रामविच, टी० जे० आई० ए० । 


एडेल्यी, ए० इत्यादि । 


कल्‍ला, एस० एल० । 


ल्यूक, वाई० एल० | 


श्रीवास्तव, एच० एम०। 


* 7 


निर्देश 
खैए विग्ाए0ततंप्रटांतता ० पाल. [फलकतए ० 
7777708 8607८४, सेकमिलन, लन्दन, 493)] . 
व 50]68 0 वंगाड्छु72) "'+878४07775, भाग 77], 
सेकग्राहिल न्यूयार्क, 954. 
प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इंडिया), 967 (प्रेस में) 


7८87०)8 ० फ्रे८55८] 7'ए7८४०७७, मेकग्राहिल, 
न्य्यार्क 7962, 


प्रोसी० नेश० एके० साइंस (इंडिया) 4906, 36, 
45-7 8] , 


४ [7]373 ?8750306 /&70593970॥87॥ 7?30॥77८9 
४०. 3, ॥40. 2,. /00॥ [970, १०६४५ ।07-2 


-.. बेसेल परिवर्त पर एक प्रमेय-भाग-ा हे 
के० एस० सेवरिया ह 


गरित विभाग) राजकीय विद्यालय, श्रजमेर 


[ प्राप्त--सितम्बर 8, 968& ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपत्र का उद्दश्य बेसेल परिवत सन्‍्बन्धी प्रमेय को सिद्ध करना है और इस प्रमेय तथा 
इसकी उपप्रमेय का प्रयोग करते हुये लारिसेला के फलन “५ वाले समाकलों का मान निकालना है। 


439557792८६ 


4 धार€076९700 ०७ एछे€55९ ई#छशछडा[०/खा-ओओ, 297 &. 85. 86एा+9, ॥>6०4707767 6 
१/2.7९779708, (००0ए८०४77670 (४0228, 3 ]77767 


परक्€ ठ09]6८0 ० (5 02767 75 40 [707९2 8 ६४607677 67 उऊैटछड्टा फिवा3उकतिया थाते 0 


प्रा 76 १7९07670 8704 ॥5 2070[87ए ए6 ॥2ए7८९ ९एकप्र४९० 477९8745 ]7ए0]एॉ78 7,8प्रपंट९[०१६ 
पिएटां7078 /., 


4. विषय प्रवेश : किसी फलन (४) के हैंकेल परिवर्त 
४(७)-४| ५07१ #॥ (४0.0) ० 
को सांकेतिक रूप से ४(£) रह (४) के द्वारा अ्रंकित किया जाता है। 


2. प्रमेय: 


यदि (४) <-/6) 
तथा. ४0) डु॥०-म 860 [7,/(०/80) 


08 के० एस० सेवरिया 


तो 
90-2 -(7+>++2+0०) "72/8 (३ (० ऊ#-नैज॑-?न-2४ -+- 9 प्र (4,/४) 
मच) 





४(४/) 5 
एन) रह) मी रत +/] 


2५ | के वल्कश+रे-0) अ/ण्न॑एन॑लजै न-#ध्न॑?); 4-५) **७ नी (४5 4--०, ला 9 
(| 


6 2 --4, #”/ --/?* --[द ४ 
-क 3 +७ कक 3 के छू | 76) 2 पल 


यदि समाकल अभिसारी हो तथा |/(४)| एवं [7-१ &, (8४) हे [27 (5४) ]$ 0) | के हैँकेल परिवर्त विद्यमान 


7 
हों तथा 2>0, 29) 20 #ज--> (७४), ८:०0, २5, 2, ..., ?#« 
7 ॥ 


उपपत्ति : 
2005७ | #078 77 3, (०७)] 3, #)2,(0) 96)# 
लेकिन $ (४) +- हि (४07०5, 02) /)०५ 


४(/)5%% | उन तीज, (०)] 396) #,(0)% | ० 3, (७0)/00% 


0 


समाकलन के क्रम को बदलने पर 
॥(8) नह | “कप (७) ० 7० #& , (४) 27(/2४) 7 (४) 77 [2 (5:४7) ]०४ 


दाहिनी ओर सक्सेना के फल” की सहायता से / समाकल ज्ञात करते पर हमें फल (2:4) की प्राप्ति 
होती है । 


20-7 6-0४ ४-०० ५३ (० --४--२-- ७४ -- /2)) ए (64/४) £” ८) 
4 


अन--नकन्‍> 
_अकलशन्‍मममान» 


गे रत +) पर पा -++)] 


2(॥%| #(०+४+)ै+॥४--), 2(०- छत ४2-४०); “न-+0, --०३ नी (४३५ --०, 4-- नै 


4,.4 --4,*# शा 20 >> 
का हि की । पड 3 पड ४ कप्फ | 


बेसेल परिवर्तं प्र एक प्रमेय 09 


प्रमेय के साथ कथित शर्तों के श्रन्तगंत समाकलन के क्रम का विलोमन विहित है क्योंकि आगत समाकल 
परम शभिसारी हैं । 


?77-+:$ रखने पर हमें उपप्रमेय की प्राप्ति होगी । 


उपप्रमेय : 
यदि. $(0)२70) 
तथा (8) ये कग-॥४8३ ४-७ । [४ (८:४)] ४ (४) 
७ का । ं 
०50-3/2 27+3/2 8 | 3(० ज-ते ने-फ है 0 // 0 अ /ै) | पा (0// /) 
ध्च्छ 
तो ४(४) 5 हद डल्कक 








गर/2 8श+रोनक्+०-7/8 7९] )) 7(]-9) एं [4 (॥ -- ५) 
तय 


>< | मीका/# 2८ [#(०+० पौशैना४- 9), (०-+-ए४+शेन-#४+-३); ]-- (७३, -.., ! ०, !--9, । --); 
आल --4,“ --.)32 ...[& 
जभ का 9 ५०9 छ्ुद्ठ 9 कर 5 | (४) थे 
" | 
यदि समाकल अभिसारी हो एवं /()| तथा [77००१ ८८४ 27 [0 4)] ४४)| के हैंकेल परि- 


हा ही 
बरतें विद्यमान हों तथा १४ -- > (४) #>0, 0०0, 4/>0, ४--१, 2, ..., ?. 
१4 


उदाहरण : 


[4 दर 


प ें 
यदि. 60) क्लीएड 6 को+0-।०0, (फेक कैन)3+% ।+थ- छू छ | 


3 ४० 7 +)) 7(]--9) #77/8 
है ऋजआ उतुदपज+039)] 7 27 (%) ५0%) 


२-$(१), 7४--9--॥०)>३, :(2--)>0, 2(८ै)>0, #>0 को लें [3 9. 70(8)] 
तो हमें कुछ संशोधन सहित सक्सेना द्वारा दिया गया फल प्राप्त होगा । 


४०-भ्क, (७) गा [7 (०१)] $(0) 


हरित शत +)) रात) इतत-स४ है, (6) &, (७) 70 (७) 77 [3,, (०१)] 
म्न््ये हे 


विनभानबतनननक हल्ला तयतयतयतयस्ाा मऊ जहा क्ट्ााप्ाजफानि़ः न स-सधस:रसत रन नचलडनर------त.->>«>८«नन+_-_-_-_-_-+--+++नन«««ने+«नन-+-म-+----3>न>»«-+म-नम+ न -०७«०+-»»+> ७ 


274 ८0 ॥4३(/--)१-+-०-+॥०)) 





]0 : /  के० एस० सेवरिया,.: 
४ $(/+ ै+ ०-८ ०) ) 8 


कर 7(-+३ 27 बयत +े) क्रोतरक #रन्‍भथत (/४) 7५३(०+-४+॥-/-७--४-+ #-5७--2) ) 
52: 5 सह 
&, 7/४ 877+/४/+9 +7-+0०+(-2 ही नि शा [(] अर (4) ] 
ना 








कल तीन नतनननन»-पल न नन»«»«+»«»क। 


१७७७0६0॥७७/ए"शभशश/श/"श"/शआशआशशशशाभााणाााााणा नल जम जन ब अप कई 





>< ४ (० -ै न नी0+-/न७४--०- 9), ३(०--7+-॥--७-- »/--७+-/ -- 9); --/3, -- ७ | 7 का 


ि ।' 5 ॒ 4.5 >> €वे तृद भर 
4--/५ +%, 4 ्ीः 7-८ कि 9 532, का ) ऐड है हि] का 


+-९४(/) 
यदि चधि०-न-7+ ऋान॑-४+-9+-7?-- ७) :>2, #(8--८०)>[7९(०)| 2! [2१7 4; | 
म्न्न्ा 


प्रमेय के सम्प्रयोग द्वारा 
|, है ५+7 24५ [३6+ /न-0--/०), इ(८--%१--०--/५) कर गा * श 0 5 डे रे | क्‍ 


€्दै 


>(#,| ३(०+ ०--है-॑-77--/), 3(०--०-+-)ेज-४४-- 9); +-+-/४.,, «०० 4 (५, “-[-9५ - १; 


47 -7_74%/3 - १5 डा 
7 छ्वू3 ७ हुआ क्न  ह्ल| 


. 2/4३8(४+) २-9 -- ७)) 


& पर पे) 7(३(०-४०४-७+०+%-:०--2)) 8-/४-0-/५3 ८#ग५+७+४४ 
तर टी िए्फएम्पशाई४अहअइ्ड/फप प्क्‍्पैफप 3 3>3>+तह| 


हल्का 4 ($(०-+शैन- ४-9) ) 


2 इ(०+ नी(नी शी शा-2-9), ई(०--४+/४+-१--५--४४--/--2); + (0, *-७ है गी।+ 


॥ 4 --६.व. (42. 22 
नी » + --0, 3 3 +-+ न सिम: 2 67 8 अकीन 
504 5७5 ७ का. "88 58 5 7] 


पदि सवे+व)>0, किन शनीकप#नीकै+ ७) 0, ७5८ 2 (७0), #:0, ८००, ८०0, ॥(6) 0 
;>7 .। 5 9 
4:70, ४५-5१ , 2, ..., /. ह क्‍ क्‍ 


6:--0, ४ ++4, ४, ...3? यथा ४-50 रखने पर शर्मा द्वारा दिया गया फल [9, 0. !77 (6)] 
प्राप्त होता है । कै 


बेसेल परिवतत पर एक प्रमेय | 
उदाहरण 


है . (३()--०--८+-१ )) #7+३/2 प ० मा 2 १ 
४ हक 032 कु 2) 
है ५. ४ शी 


हे /#7१+7/2 5, (०४) 
"५ (४), स(3-०+7) >|7(०)', 2(०)२>० 
को लें [2, 0. 7(6)] तो थोड़े संशोधन के साथ सक्सेना द्वारा दिया हुश्रा फल? प्राप्त होगा । 


हग-7३ 2-माा [9,/(ही] 80): 
ग्न्न्जः . . 


जर्ागिण१-३ ४-४ &%, (०४) 777, /(०:१)] 
् 


3 9७ 7. /2 
नंद 
7-७ 277१५ 7(३(०-१+०+श्न-3)) 7(३(०-७+४+४ +8-9))#//शश्क 7 (वह 
छ स्च्णा 
€, “८ 877+८+7+0०0- ० हे. 4 है --०) || [7] न (24) [ 
ग्न्च् 


2८४ ३(०-+०+शन१४-3), $(०--०--०--४-+-7४४१- ३ ); -- /(४9 ***३५ -(/५३५ --०, गाए 


ह” 2 |“ 
_4.... “५47 ० -/#* 
$श २ ०3 हद 3? 5३2 १8 


(9), 0(०-9--०+-% -+- 72)>३3, :(०--9--०+% -+- ०) >ई, (०-- १) >> 2 (7७ 4; |) 
उपप्रमेय का सम्प्रयोग करने पर 


90 ्ब्<ड 5 रानी -.. 
का न 
0 


्र्का, [$(०+४+)ै+७-3), 0 मल 08 नि 
6 2 4,* !ॉ -+-[द 
-ह। ७ 7 2५० ८ ढ़ पक | 
[7(--+)॥* 
हपुछय्रप्र+ककशश खत: 8छ्ऊऋमया 
च््ा 0०-४8 -0+ 38 ये) पद ७२ ४ करा है] 


ही -ो-हा। 8०-१०-8-॥) 
6. "८ 


]]2 के० एस० सेवरिया 


रा अर 
भर /[3(० ०--०४--०--४४--३), $(०--9--०--४--:॥--3); ] ए( ०-७ * +॥०७ 7-+-०,7 -- ४; 
कि 62 --4+ ८ 6८द "मी 
88 ? "7 04 »? 68» 7 ह4 | 


यदि 4 (3--4) >0, “(० --४-+-४४-: ३--98--०)>>१, 2?.->0, 7>0, ०>0, 4::०0,7--7, 2 


है | #। 7" क् 


ध८--0, ४5-5१, 2, ... हमें पर 
गा ” ” रखने पर हमें शर्मा [2, 9. 5 (6)] द्वारा दिया गया फल प्राप्त होगा । 


निर्देश 


] व एड्ल्यी 8 ह। 
हि ल्यी, ए०। 49068 रण 787 479ए४ठय8, भाग 77, 


मेकग्राहिल, न्यूयार्क 954., 
“2. सक्सेना, आर० के०। 


मोनाठशेफ्टे फूर संयेमेटिक, !966, 70, 6-65. 
3. शार्मा, के० सी० । 


प्रोसो० ग्लास्गो सेथ० एसो०, 963, 6, 407- 
]2. द 


४ [7]37]3 ?३7]5॥306 /॥095976क्‍737॥7 ?30/7][८७ 
४०[. 3, ३०. 3, |५७४ 4970, 7०8०5 | 3-428 


हैकेल एवं ४-फलन परिवर्त सम्बन्धी प्रमेय-भाग 
एस० सी० गप्ता द 
गश्णित विभाग, राजकीय विद्यालय, कोटा 


[ प्राप्त--जून !0, 968 | 


सारांश 


इस शोधपत्र में शर्मा द्वारा पारिभाषित फलन परिवतं पर दो प्रमेयों को सिद्ध किया गया है । 
इस प्रकार प्राप्त फल दो चरों वाले ७-फलन हैं जिन्हें हाल ही में श्रग्नवाल ने पारिभाषित किया है। इनकी 
विशिष्ट दशाओं से कई फल निकलते हैं जो भोंसले, राठी, शर्मा, सिंह तथा वर्मा द्वारा पहले ही प्राप्त 
किये जा चुके हैं। दो चरों वाले 5-फलन से सम्बन्धित कतिपय अनन्त समाकलों का भी मान प्राप्त 
किया गया है । 


श्री 


५७>५5६३"3.८६ 


'प'९०४९४छड ०७  सिग्माँइछीं बणतें छ-किकटपकक ई-बमडा0एघआ--ा, 8297 58. 0७. एणए2, 
7067-67 ण /०४ा९०ए७४८०४, (00एटाफगाट7: (:068€, 9 09.7. 


[7 फड एगएल० (ज० प7607ढ7$ 00 "-फपिदां०0 फ्दाईई077 वेशीयदत एज छ079 ]29ए८ 
छलका [#0ए८व.,.. फ्रल 7०5णॉ५ एंएगांगलतव ४ फीड ए -पिदएं0ा छा (४० एथा20९8 76८९एँ५ 
व८ामल्त 959 58072७०... वफलाक एथशपएपोडए 288९४ छए6 86 (0 इटएटए 7८8प्र5 शाएलटा ल्थाीटा 
छए 89०6, रिवागांट, हिध0709, छींगह0 व्या्वे ए४2एआ4,.. 2 लिए पर, 7768728 पए0ए- 
78 076 6-फिलांठतफ ० (छ० एथापंबो068 ॥8ए९ 880 06९० €एथ पं. 


!.  विषय-प्रवेश : फलन(४) के चिरसम्मत लैपलास परिवर्त को समीकरण 
५#)5 | ४») ० (१) 


द्वारा पारिभाषित किया जाता है जिसे हम सांकेतिक रूप में ४(/) ८४६४) द्वारा व्यक्त करेगे और इसके 
» कोटि के हैँंकेल परिवर्त को समीकरण 


]4 एस० सी० गुप्ता 
8(४)5|, ४07 95(७0 /0) # द्वारा 
अथवा ४(/) ध (६ द्वारा । 


हाल ही में शर्मा? ने (0, ००) श्रन्तराल में समाकल परिवततं को निम्नांकित समीकरण द्वारा 
पारिभाषित किया है 


00 "8 20" कि मल 
9 0] 0 


वाजयाए गहन ॥+ 4 ४. 





८], «« ५, , ८4५ «००५ ० ] | व 
497 55९ 495 5 2 3.0+8-8 0! / 
(-8) 


जहाँ ७, १6 ४) एक माइजर का ०-फलन है । हम इस ७ फलन परिवते को सांकेतिक रूप में 
र्ड, ; 


&€ .,, कप 
$(/) नह 88, द्वारा व्यक्त करंगे । 


यह समाकल परिवत (!'3) विभिन्न समाकल परिवर्तों को सार्वीकृत करता है। इसकी |कतिपय 
विशिष्ट दशायें निम्न प्रकार हैं 


यदि ४5-52, #४5-0, ७८८३, ०५०-7, 8,5७३ --३)», 8,--२ उ), 8४552 --३), 2,/--१--३% 
तथा £ को £/ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर यह परिवर्त माइजर बेसल फलन परिवते* में लघुकरित 
हो जाता है जिसे 


४७) | (#070॥, #7 /6)8 (7-4) 
या ४:(/) न हारा पारिभाषित किया जाता है । 


जो सम्बन्ध पाया जाता है वह है-- 


0 मक न गे, $- 3) है- ३) १-87 04 6 ६ न 


व्हिटेकर फलन परिवत के साथ सम्बन्ध को जो 


४४ (४) २२ | (27)77/2 ४-४४ #,, ,,(67) /0) ८; (-6) 
या 


बह क्‍ 
२१५ ५ कह कर है३62 द्वारा पारिभाषित होता 


हैँकेल एवं -फलन परिवतं सम्बन्धी प्रमेय 8]5 
$ | /0) 4 2 2, /29५ अप ४४ -- $*, न ई*-- दल 
0, 5 बुछ -+- डेगे, ई--307-- इटै५ "ई?४-- गे, 7-- २०४ -- डैगै, औ--372-- ३), /2,, के । 
--८ 2 &-++४-2५ व्ाडिर 4 -/-- 272) ४५(/) के ख्प मेँ प्राप्त किया जाता है | 


यदि १८४ तो (!'7) सम्बन्ध द्वारा वर्मा के द्वितीय प्रकार का सम्बन्ध! चित्रित होता है और 
२5०-# होने पर माइजर व्हिटेकर फलन परिवर्त? । 


इस शोधपन्र का उद्देश्य ४/ /(7/) तथा #//8-/) के 6-फलन परिवर्त एवं /() के हैंकेल 
परिवते के मध्य हाल ही में अग्रवाल! तथा शर्मा? द्वारा पारिभाषित दो चरों वाले ० -फलन के रूप में 
सम्बन्ध प्राप्त करना है। भोंसले?, शर्मा/*, सिंह!* तथा वर्मा द्वारा प्राप्त परिणाम प्रमेयों की विशिष्ट 
दशाओं के रूप में है। शआ्रागे संकेत (०७) से ०; ०४ --७ ५ अवयवों के : अनुक्रम का, ७ ७, 6) से 
4८. ६+--३. 4-- ४४-- रे 
न का स्ल्थ् प्राचलों के समूह का, [४ (४, 4,) | से /७ (#॥, 6,), /४ (7 65), ५८5६7 23 (४2, 4). 


2७ 4+8550 ७, ६+४), /५ (७, 5-8); 7०-5४) --7(०--४) 7(०+ ४) का बोध होगा :-- 
£. उपपत्ति में लेखक” ९ द्वारा सिद्ध निम्नांकित फलों की श्रावश्यकता होगी 


70/22/2020 


घर (2 गम) (3--) (॥&-7/260-/2/+4+ 2--/20--/220)+(-%॥ ) (७+/3-3/2%-3/286 ) 











2६ 82 7277 /+0५-7/2) ( 7-90+27//-2280.+7/26-7/29+ प्‌ ४०2: /-224.+7/27-7/8 9+३3 6-५ 


दर 7028, 273, 74, 770: | ढफ्रा।(6-2) [0 (४8, 4--,8+--20 | 
[.7; [0.%2१]; 745 [72., ४१0] 87,/7(६-+) [/ (४ ..८ पु [ (६ (॥7 । 6 )] 
9 777७७ ॥ | 7 गो 8५ 
८7%(१-०) [ ७ (४, ००--,) | 
88858 8 6 ०५) ] 


। हल्ला ॥ कण 


जज 


यदि 3(४--4--2)>-4 + #+-- (८-2, 2(#--%#82-- ४०) >> #व्‌ -- 727--27 -- 9४0 





बड़ कक (#+-4-+8-9-%-90-32) 


<क(--7४४-+- ४28 -[-॥४० -- 374 -- डै/7 --- > “7 2270 ) 








7४८ 
वा फ्ा 


एस० सी० गुप्ता 














]6 
जहाँ. 
। छः 2949 795 7275 272 पर (€|) | 
9 ह; 70,  [; 77| 7 (५); (५) | 
(0/) 
ह (80; 620. 
है + यान 7५ 80 0. 
गे के य रआछा+॥ह ४ (8-६) // 7(;+ज) 22/(8/- ५) 
हि रा है आय है व 
् (242) * 4 । | ध्‌ पी 
१ 58 23 / व्य  आ 64 ४ (7-४६) रा कल लेकर मन) 8 ४ (--/2“+-०) 
है 6 का च्याप्र नए है। जम (7४2+2 
7 
प्यत-लनई-+ 7) 
८ हे &6%7 टी 47 
[2 हि 
दी 
न्ाा+3 है टी 4 ह 
373 27, 5/3, 493 50 ५ हि 
209 [2१ : 5१9 0, [4॥ : ॥ “0 (४५ ६), ४५ (7,«- 78) 
“५(१, 0) 9 5 [7५ 95 [८ (४, --०,.) | 
। 0 (०, $ै-:9)), /५ (?,$--३)); का 
_ __7(5+>) 6 8 | ८ (१, €<-+-+ 7 3)2), [/७ (४, ०,] ] 
की कमल ज लक आर अत (8) | 
(2*2) 
तथा 


हट 2753 52, 4/9 ६0. ध ८5 (#, €)५ ५ (7, €--5) 
2१3 [427 : 50], 0, [47: 56] 
“५ (१, औ-४£- 3)) , 2५ (१, -“725-- $)); [७ (४, ब 


है 


किलमाकनननज्थ, 


0 ४५ ऊ॑ ई/४्न ईैगे), 2५१, ८३४7-३9); [५ (5, 25) ] 


कि (27, “ 26--:77--१), [/४ (5, ८,)] 
[0)2, /5)], ८ (9#, 2<-#-)) 


। 


__ (27)2%77/8 [/(__ ॥£--%) (0 $0:+॥ 
का (279) 3/8-श $%/+473 50 +-2+ 


(2-3) 


यदि 5०--58--+> मा प450, [था )|<#[४०--४/१--१+-- 35 -- 359 ] 


हैँकेल एवं 05-फलन परिवत सम्बन्धी प्रमेय ]]7 


माइजर के >-फलन तथा हाइपरज्यामितीय फलन के निम्नांकित गुणों की भी आवश्यकता 
पड़ेगी : ह 


(4 7(8/-) 77 7(- ०-३) 
अच्च्त 


| 4५) | 700. |__| 3 
७७) 7... हक... ७४) 
४४ ४(-०|--/) 22 7(०,--5) 


₹77792 








75 / 
०५५ 




















० //” ४/.. | (4%) ) 22 2४7 (6५ 6) 
“० / 3089) 7% 84०) पा 
7५ | (& ) । | (3 -- 8५) ) 
,)/ “ /“|[(-०) (2:6) 
) 4 7(--४,--७,) 
(> (4५ ) 4 | | फः ! गी9१--५।, 2 । 
[ (2५) के आह न्‍ज प-0--99, « «, 7--४ कस ) 
 ॥47(-- 8. -... 8 ) 
पैर 
(27) 
3. प्रमेय ॥; यदि 
कु ह/५ 7/६7?/? 
४७) दर्ज 
तथा 
४५७) २0) 
तो 
(|7/25+] | 
४(/) व्त्ः (ज ) (2% ) (3-7) (4-472)-7/2 (27) -4/2 #22720/2चब्ट्टठ | 
00 2%,77)5 0. 4१. $ 
६ | कट ९ (४) ०, [7(/४॥+22: 0], 0, [/(77-77-+-2) : 25] 
| 4 (7५ “79/८-77/4४), ८ (7, “7 5/८--7|45 +- 5) 
५; [७ (7, 4-- »४2.|9[ /५ (7, - -००७) |; 
50 ) थै5 6») 2' 6्श 


[65(7, 9,) |, 6 (7, 3६+४-9).3 ८५ (5, : 57) 
(3*) 


4]8 एस० सी० गुप्ता 


यदि # तथा ४, ? तथा 5 ऐसी अनृण पूर्ण संख्यायें हों कि 0<%<:3, #>0, #-- ४.22, #>>0, 5:20, 
है ४+ न 4 ?+2 फंत 8:--] ) [>0, #४ (##न -0 #+2 गयंए 8१-] )>0 यदि /(7)--४" ल्घ 
४, 4(0)->0, “(०)->०, के लिए ; यदि /(7)--४-०४४० दीर्घ # तथा [778 7, (65 ४) (७) ८ 
<(0, ००) 


उपपत्ति : हैंकेल व्यूत्कम सूत्र 
(0), (07० 6४) 8९0) « है क्‍ (8-3) 
झ्रौर ग्रभिकल्पना के द्वारा 


(4,)+ (०५७) 086 हि 
(80) (8. हल 8 (3-3) 


के ठ्श (4,), (4,,, ) 
हो १ मा | ८7/477; ८ दि 7 7 ४ 
;( ) कि शादनानी3 आन-॥+ 3 & ( 38 62 आओ ) 


है ॥ (76 ४)7/8 7, (६778 +) (४) ४५४ गि (3-4) 





» 4५ 7 
की --7./4&/7 ६ ई 
र्क (४) # | ५४०७४ ०... ग्रानीयन /(4ै/%* 


उपयुक्त श्रवस्थाओं में न्यूयोचित होने के कारण समाकल क्रम में परिवर्तन करने से : 


/05 |, हलक [हक हा सिह कक 


4/ 9 जि “72०9 


>6ग/8्का 2,(66 ४) 0 | (७-8) 


आनन्‍्तरिक समाकल' का मान (2-7) की सहायता से निकालने पर फल की प्राप्ति होती है 
क्योंकि 


खलथ 


का, 


समाकलन के क्रम में परिवर्तंत को तक॑संगत सिद्ध करने के लिये हम देखते हैं कि #-समाकल परम 


6€77/8797_... .-7/2(2 ( बइमक मर | 3) 





तथा 7४ 86) 5-०७ ५ ,[ २४2 /8//5 |. 


ग्रभिसारी है यदि खूब ठप - 2 पगोश 8/-- नह] )>० क्योंकि दीघे £ के लिये 


7277)5 77--॥+2 


८ //%% 6 ? ” | १2४4 





(८), (०४) | 
(०,) 9 हर 


हैंकेल एवं (3-फलन परिवतं सम्बन्धी प्रमेय ]]9 
घातीयतः लुप्त हो जाता है जब 72/(#)>0, % तथा £ श्रनुण पूर्ण संख्यायें नहीं होतीं जिससे कि 


0<87<:3, ॥720, 2४--87>2, [०8 #| €( गाय (उबर, 3--#27/2) तथा लघु £ के कि लिए 


6 क्र $ # ८4 
०९ 





(8१ ष् 54 %), हल्‍क। 2५:४७ 70 


(7) *-समाकल परम अभिसारी होता है जब 
(5 7,75४ ४) $(७)|६ (0, 2०) 
(77) यदि लघु ४ के लिए/(४)-०0 7) तथा दीघ “ के लिए 7(/)--0(४-% ४०) तो परिणामी 
समाकल परम अभिसारी होगा यदि 
्म्‌ (७रन- शत 2 #४7 8/--] )>० तथा ०(/४)>0० यदि #<5, (०)>०0 यदि 775 :($7% --०)->७ 


यदि 5-5. 


उदाहरण-4 यदि हम [4, ८१०. (20), 9. 9] को लें 


(थ्टो 
ह 
8-7३ ७०8 33 ) 
(५) 


425 
/(80-४77/2 60 हर ह१ 





हल । गा मा 
» हो (+25 ीि 


+-९(?) 





अग्रभिकल्पना द्वारा 


्ः हि 
४ (/) का #/ /(४77४), (2:) के सम्प्रयोग से 
० 
7 जल -- 7/22- 3/22-+-3 » ४१४ 3 ५4 
(9) 32; 226|7 /26-3/20+4 #<: (022 पा है 
2753 7703 5235 43 


(4-3)(4--77)--4/2--.4-5)2(४/+-2--/2८-/2 2) -]/2 (_2 
२५ (27) (27) /2 (7 73 [702+70: 50]; 0, [#7/#72+%5)2: 52] 


मर ८6 (7, --॥/2+-7 (45), /५ 0५ ८॥/४2+-7/4४--$) है 
ई (५ ७, -०/)) [0०, -ब्खो। [06५7 के 


(23०-2)5 (क) ब््कते 
द [ ५ (#, 8५) ] । [ हर (7 9 3% ॥-9) ] ) [ 0. (5, ४») ] 


प्रमेय (3:) के द्वारा प्राचलों में थोड़ा हेर-फेर करने पर हमें 


[£0 एस० सी० गुप्ता 


| 6? /7%$ 03: 47५ 5 रथ 27 8 (27, ाः (७-77 /४४ 
279 [7(7+) : 0]: 6, [#(7१4-7--2) : 25] | ५] 
[ ५ (7, ]-.- 60) ।52.0 (/, -०,७) |; कर 
४ ) 47 / 8, 5/ | 
(%,) (७) हि क्‍ 
[0५ (४५ 0५) |, [ (0५ (7, /2#+8-७) |; ८५ (5, -- 37) 
(3-6) 


गे 4 ५2 (7720) 
००रकात _ 50) 


299 7$ उस, 493 3(4+-7) 


छ). ; 
बे (5 2ग) 780(4+8-4/26-/20) &57/-5४,+7/2८-7/३० २८ (2 
।( ( ) “१ 4 है। 2६ 279 [740+7) 4: 500] 03[7077-77+9) : ३(2-+-2) 


68% 


[८0 0५ 7-4%)], [23 (7, ।--०%) | [८५ 5, 3-०८))] 


ह ८ (४, --/«--7/25) 
77 

( हि रे ४१ 2)" 

$2+ 4 -ठ) (६9) 332 

[८ (7, 9,) |,[ /५ (7, (8+४-३४) |) 5 (5, $ न॑- 2०)9] ८५ (5, 7») ), ८.) (5, हे 

की प्राप्ति होगी किन्तु शर्ते है कि ॥(#)>0, 2(8-- 4)>20- 0, (७8 2|<(4-) 2--0--0)०, 
0ड:8< 3, &>0, %-+४>>2, ? तथा 5 अनूरा पूर्ण संख्यायें हैं। #(»--)>0, #($-०--१)>0, 
(४--१/25--7/8 9 + शियांय ० +7) 2-0, 2१(७--2 फांण 8--) >>297/5 (2 -फ्ांश 2) 30५ 


यदि हम (3-6) में 7-८७ 5८. ५ 7255 ४५ 2 रह > 2, 3), 4,.5- 3,....3 (7 ++ ५ ८ «००५ /०), 
35-4, 4-2, 0-2, (४-2, थिन्डै- 3०, 222-+ ४2० रखें तो इससे शर्मा [8, 7. 3474] 
द्वारा प्राप्त फल उपलब्ध होगा ! 


पुनः (3ः6) में प्राचलों को उपयुक्त मान प्रदान करने पर हमें निम्नांकित रोचक विशिष्ट 
दशायें प्राप्त हो सकती हैं जिससे हमें दो चरों वाले ”-फलन के विभिन्न समाकल परिवतं प्राप्त होंगे । 


(3) नस “--+ 0, +25-0, 22 6, तू -- 4) हैं 54. “० 295५ मानने प्र हमें 


शा) 
2/, 772 094#%; & 
&77/22 
| ५7-7४ (२४%) 0५. [7(#-+7204 0]; 05 [#+(+72+2) ; 25] 


हि हा 0 (2/, --/४--/2/) 
[८७ (7, पल 000 [/0/४, | - ५.७) |: 


27 मन मििक 


ः [ 2200 (7, 8५) है [& (7, लि) 3 2 (४ _- 327) 


ब्डै 





(377) 





हैंकेल एवं 5-फलन परिदर्त सम्दन्धी प्रमेतर 2] 


2५०५ 7/75 43495 5 
2१, [#(777+ 7) : 25]: 03 [#(#7+ 7-+45) - 2७] 


न+ (शिग72) 2779 #शा//शग7 (6) "| >८ 6 


(६7. 50 -#-गश्े 
/0(7, 7 -%») |, 2 (7५ 8 -:०/७) |; /५ (5, हि 


तु । 87 29 
ग्रेकआि[ के 


72 
[/६ (5 8८)],[ / (7 क#-2,) _5 १8000 3-9०) 


प्राप्त होगा यदि >>0, 2(४)>0, खाए+7)>0,  ि॒क#नी।र्त $) 0५ #(कुन- 04 $) >> 05 
7(७+-१/2४+//४ #|-१ घयं० 8/4-7) 270, %, ४, ? तथा ४ ऐसी श्रनृरा पूर्ण संख्याएं हैं कि 0<#६<:, 
#४7०0, #४--४>>2, #>>20, 5>>0. 


(४) 8-9, 4-0, 20--0, 0-2, ८/--)-/,, ४६--!-/४% रखने पर हमें 


पे ध्ट 2१3 77,053 4935 
2+?2 नप्रा | 
॥ हर ८ ५- 02 न] ०,,, [#(2४7+72) : 0], 0, [70%४+77+2) : 25] 


!ः हे | /५ (27, “ "(४--7?/25) 
। 7 | 
[८७ (7, 3 “4/) |, [2 (7, 4. -०%) 7: बे 






(38) 






। 


॥ ४ ) हु का 
70/ ७7/ 
| [ 2 (#५ 0 4) ] | [ ८५ (7 + जि + १३० 2) | गज (४ » $59) के 





हा हा 7775 255 $#75 5 


__90+702-7 >ै-श-02 ह0+/शन7 । 
207+?277 शैशि7?2 50 8/ 39, [7-5 25]3 0, [#(0+7+2) : 25] 


। 


(|) ८ (27, -- [रन ४/25) 
! 

[05(7, ॥ -%,) |, ।/90/3 ]-- ०७) |; [ ७ (5, 22), 

2045 (नह री न-- 
!! 
|[ 8. (पे ०५) |, [ (3 (7, 22 आह 48 (3, डै-: 2०) 

बआ्राप्तहोगा यदि +(20>0, 7(#४)7>0, ीफन 7)>0, #(करकशत॑री>0, ि(कन-0॥7 )>0 
(/७-+२१/258 9-+- 2777 27/--7) >>0, %४, 7, 7, 5 ऐसी अनृण पृण संख्यायें स् कि 9<:॥7<: 0, /7>0, 
77-]-7-22, #7>>20, 5-20. 

(४7) 8-9, , 4७-0,/225-75 ८-3, 75है7/9 77-/5 ८,०२7 ०-४५, ९३77बश77/2 


रखने पर हमें 
3-72. 2 


]22 एस० सी० गुप्ता 


थे पे 
37, 775 0.87, 5 


॥० ७] 
2 27729 
॥ 2#/५-03 (१८४) 0, [777+7 ; 0], 6, [#+(2०-४। 2): 25] 


| का (८५ (27, --/८-- 7/25) 
; हु [/0(४, 3 -०,], [४५ (#, । ““०,५) |!-- ।$ 
& १२ /87१ 27 _ दंड (3-9) 
(55) | 
[ “५ (7, ०५) |, 0, /39+॥-8) ]; ७ (5, -- 97) 


7/5 " 
जे (2-7) 9 +?2 &97+708-7३ ही 2१", १॥५ 425५ 473 & 
। 8# 47, [708+77)02 35], 6, [#+(४+४+9); 35] 


ह ४ | ८५ (27, --/४-+ 7/25) 
[/५ (#, 7-- 4) ], [७ (7, के ०.५) है. की 8 (5, 22) |, /५ (5, /27- 52) 
8/+/ ) 4/ 

(५5) ट 35 नियम कई 


00 ०५) ], [/९ (४६ 2 लि हे ; 4५ (४, 2778०), “3 (5, गे 7/23)५ ४५ की 
प्राप्त होगा यदि 20, 7७)>0, 2७-+-)>0, #(कु-+-/)>0, “($०--/५+-३) >0, 
क्‍(/+8/28+78 #न2 ग्ं० 2/१-) 0, # तथा *, ₹ तथा 5 ऐसी अनृण पूर्ण संख्याएं हैं कि 
0<77<:3, ४50, %&--४>>2, 7.20, 520. 


(7५) 55६ ४-57 (/जनठ, >>-7., 7--/), | न्‍्र२7--/9.$ 6. ज- ये “7 225 2३कनह्ैं-- /: 
रखने पर हमें 


>. ४ श+02-7/2 ैडो छ 770, ७ का, 5 
(07०४-४४ (१४) 27, [7.नना): 0] ,0, [१0४+8+20:. 2४] 


९ हद ८५ (27, --/८--7/25) 
[&(१?, [--०७)], [6 (?, “ ५) ];-- 
४ )25/8/ 57 3-0) 
5) 5 - ( 
[/0 (”, 0,)], [७ (7, /#+४-2) |; ६ (5, -- ३9 


-१/8 १/ 
2 2[+27४/ जज 0 १ (5 6 772, 3, 47, 3 हे 
गे 8/ / 87, [700+॥7)4 35] 6, [१(77+7:+2): 35] 


>' ३ ._ |5(%, -/८-+?/2४) री 
[/0(?, 7 -%)], [0 (, ! तल )5 [0 (5, 22) |; ८५४, धगएड़) 
३-2 87 था सा ; ' 


[0५(१, 9,)], [७ (7,30+#-2).5 ८ (5, ४-3०), ४५ (5, [-/7)9/ (5, बी 


॥| 


्डै 


हँकेल एवं 5«फलन परिवतं सम्बन्धी प्रमेय ]23 


आप्त होगा यदि )->0, 2(७)-0, #७-+-):0, %, #, *, ४ ऐसी अनुण पूरा संख्यायें हैं कि 
0३:॥<९3, ४0, ७-४2, 2(३०+/9)>0, #(०--७,42)>0, : 
4(७७--7/25--+/5 >-.- 2 करमंतत 8/--):>0. 


(५) 4-4, -<४--0, 4४25-52, (/--4, है 2 हा ध््‌ 


जिक: । है है| 
8_7.. _] ++$ 7 ग्र०- ब्र० 
लि कल ब5 पृ 

४255पुनब्र०- श्र, १३5३--७०--३/, ८८5-२--३०- ३४, रखने पर 


50 97 2 १7705 0 #& ७ 
व 6-2/20 श ? 2 
| | ० (१०४) 0,,. [700+-72) 5: 6]$ [#(77+77+2) 5 25] 


हे ५ 2 (27, --/४--7/25) द ]) 
[७ (?, --०,) |, [७ (१, ]-- ०.५) ] 7 
0) (80). ण 
[/५ 7, 2,)], [25 (१, (8+४-४); ८3 (5, _: | 


१/5 मु 
स्स्मे। वा $१/5। £; $८+/६-2/2 20 (292) (-०6 7, 777, 65, 5 
8+ 27, [7077+72) : 45] 0, [#(77+7+2) : 45] 





बंद (3-44) 


| ह ) ८ (27, --/«-+ ?/25) 

5 [७ (१, [--०५)], [0 (?”, ]--०७)]; (25, /--०-- ३3) 
ही 89057 हि 

'द्) 

[ ७(१, 8,) |, [७(१, /20+7-३) | [ /५ 


१(2):>०, 77//)>0, खत४-+-):0, :७७-+ ?/2४-?४ एन शेपांश 8/--):->0, 40(7.-०--३) ०0, 


7(७--५ गए ॥|--7) 297/((-- #-- 3) 70, % तथा 8, ” तथा ५ ऐसी संख्यायें हैं कि 0<%<€:3, 
27>0, 7-7 :->2, 720, 5-20. 


अन्त में 2--2, 4-0, /2-0, ८--2, ८] 5८[-- ३०, ८५८5 ४--६० रखने पर 


० ४-०५) ? 772, 0, 573 5 
0 279 [7(77+?7). 0], 6,[7(४8+77+-2) : 25] 


ह 4७... [8 07 प्ल्न्ण्श्णेः 

का [/९ (7, ./-- 4५) |, [/४ (१, ]--०४)_; है 

2 क की 
[6,७70 (6, #िकक-शे) 2५ ७, +३)] _ 


[ १/३$ 
नत्गे+? क्रा7/2 20 (2#) 09-83) ४०-१/१ 22 आर हमर डक द 
प्र ड़ का 87 427, [#(7]--72)0 :* 25], 6, [7(7+॥+2) : 28] 


आओ 


24 एस० सी० गुप्ता 

( हा रा (27, -- /४-7/5) ) 
[00 7, 7-7०0), [८५ (#, --०%)]; “५(2४, ०) 

श्र ग- 


77? ) 
[0(7, ०५) |, [/७(४, ४४+४-४) |: ८3 (3, #ई--|7/ 


प्राप्त होगा क्योंकि ॥(२) 0, 2(४) 0, 2(०--) 0,722 (०--) >0, ४ (/--+/2४--५/४ ४-- द 
2 प्यं। 07--):>>0. 


नीचे प्रमेष (3:) की कतिपय विशिष्ट दशायें दी हुई हैं । 


प्रमेय 7(2) ४ जब 29552 770 --0, ८] >> ५ न कै 0] नत्् शत 50५ 8, --3:--3 ), 9875  -- 3), 

8,७३-३) तथा (3) में # को £/ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर और तब (2:2) का सम्प्रयोग 

कल जग हट 8 शिपह लाल जे 0 किए “8 हा “ 

(85०१८०0 ढक, 05०2, बचेगी 67वु॑)्रीच हु शत ण 4 325 पी (3) रख कर करने 
पर हमें राठी”? द्वारा दी गई प्रमेय प्राप्त होती हैं । 


उपप्रमेय : #--5--] , होने पर भोंसले” का प्रसिद्ध फल प्राप्त होगा । 


क्‍ प्रमेय [([9) : यदि हम (37) में #-4, ४४-८0, 4,55/$(१--], 2), ०६5-३--२# --3), 
०८5८] --3% 3), 8 55३४7-+- उै)2, 2५5६ ३--7%४४ +- ३२, ? 77 +ई)े 045०४४-327४--३२)2 रखें और 
फिर ,85595-0, 677, 6532, ६उतई/८न-7/४४-+-$, 77$० ५०-३०, 2 | 268 रख कर 
(23) का व्यवहार कर तों हमें निम्नांकित प्रमेय प्राप्त होगी : 





क्र 
803 «५ ८ आन 8) 


०. 
22 ४५2) 7० (४) 
तो ४(£) स्त८ (27) (+7/35+7५+/:+ 7/2 (20, 7/4-? 2////#-त 


>€ हर 4775 6 (४) ७, 8 6 के 49), हक हि ५ 7/25--2-- £) | 
(3.9) 


वंधता की शर्तें वही हैं जो प्रमुख फल में उचित प्रतिस्थापन के अन्तर होंगी । 


उपप्रमेय : यदि (3"]3) में /-४--, »5-# रखें तो सिंह!* की प्रमेय प्राप्त होगी. । 


हँकेल एवं (>-फलन परिवतं सम्बन्धी प्रमेय ]25 


4«  प्रमेय : यदि 


(ः 
॥/(/) हनन 4 /(/0/) 


गा 


तथा 


४७) 2/0) 


९५ 7/235+- 


४(४) 5 (८5 


(27) (-72(4-॥0-7/4 (9, -7/8 720,7227 /-2ब-7«. 


रे 399 770 0, 47, 5 
/2 ) हि 
9५ ्प 9 (४) 0, [+ग+) ४ 6], 0, [70॥+%+2): 25] 


न ) “८ (7, 7“ $/४-२/%), ४ 7, $-:$/४-+7/४5) 
॥ 
[७४ (2 /. --%/ |, [७ (४४ -०.७) |; ८५ (5, हु ट 

25% 25 /87., 27 

६५) 000) 

रा [/00(7, ०,)].. /५ (7, /0+४-४) |) : 
यदि %, ४, ” तथा 5 ऐसी अनुण पूर्ण संख्यायें हों कि ४--४>०2, 0<:%<8, ४0, #>0, 50, 
77(|७--7/25 +-27770 0/--7/5 एन-)7>0, :४(/७--7/$ 9--2 फ्गांण 9;/--7)->0, यदि ४0-४४? # लघु 


मान के लिए /(४) >0, 2(०)>०0 यदि /(४)--०४-०४४० £ उच्चमान के लिये तथा [&/8 3, (#-7/ 4) 
$५(४)| </.(0, ०0). 


(4') 


उपपत्ति : इस प्रमेय की उपपत्ति प्रमेय < की ही भाँति है । 








उदाहरण : यदि ४) 5०४7 (25 धटि मो 
४.8 जन 4-32, (2), की 
2+5, »( /४४|(/5५) 
+-९(?2) 
प्रभिकल्पना से 


6 


(ः 
४४) इक / हा) 


77. 77: 


जिसमें (2:) के सम्प्रयोग से हमें निम्नांकित फल प्राप्त होगा :-- 


26 .. . एस०» सी०» गुप्ता 





+2+7/2 
४ (8) ++ (&) का ज (27) ४-70(4-%2)-7/4 (2#) (-380(4+8-7/20-7/27 ) 
ह 0 _इुफ 578 5७ -.- 87, 72, 44, 49, 32 
>< (27) 77/2 &7/8 5 अड2222 8: खा #20,+ के 2०;-2०॥| ७6, हक कक 6 कब 
॥ है. लि -#- ४2) 
री) 
[0 7: - 4५)], [0 (6, --०७)]; [/६ (5, /५)] 
| (४7-०१४/8# ९७ (4'2) 
(५5) (छ क्‍ 
रु [0 (7, १५)], [/ (7, ,+%8-9).: [८५ (5, 4 -*८) | 


इस प्रमेय से तथा (42) से ४(#) के दोनों मानों की तुलना करने पर प्राचलों में तनिक हेर-फेर 
. करने से हमें निम्नांकित परिणाम प्राप्त होगा 


०० रा हट ४7-७) छः 773 5, 27.6 
आह 48 (] --“८) 299 77): 25], 0, [१(४+४+9): ५] 


हा 0(27, --/८+7/25) 

हि [20१ 43580) [७(?, 4.--०,७) |; “० 2 
2७) 25 /89/% 47 कर ह 

(0 

[6(7, ०,) हज हि 2 (7,8,2+%-2) |३-- 


8776 है 273 77, 3,(4+7), 47, 5 
3-४2 (4+8-7/20-3/229) था »+ //2(7--4/229 
) (27) अत ४्थ्य “4 ०, (7(/2+7) , 3(2+2)], 0, [7(४+-४+9): 5८] 


के 
हे ८५ (27, -“7/४-77/<४) 
है [0 ७, -%)], [07 -०)] 0(% ३-३०), [6 (+,/०)], ५6, ० 


(5) __ 
0 00007 00 0 ता व 0 7 ० हल] 





यदि 2#8)>0, 2(8--4)>2+0, |ड्ठ +|< (4--2-360--0)%, #%, », » तथा ऐसी अनण 
पूर्ण संख्यायें हैं कि 0<:%<:8, 8->0, ॥४--॥ ०2, 7220, 5:20, “(०--१)>-0, “(३७-+-$-०) ००, 
॥(/७--?/28--१2/5 #--2 प्यास 2--7) >0, 2(/--+/2४--2 क्रमांक 0,--297/5 // -- )>0 


प्रसेय (9) : जब #--2, %--0, 4,5०9, 4५557, /,5-2--2 ), 8,5-२--2 2 8५-5३ --? 2, 


४;०६- ३) तथा (४') में / को 2/ द्वारा प्रतिस्थापित करने पर[तथा फिर 8--, ०-०0, »#+>9, 8--0, 
०७५23 /०, 27' 

४&[5०--29, ०, -- 29, )-- | | ( ५) रख कर (££) को व्यवहृत करके राठी?” की प्रमेय प्राप्त 

क्रंगे। 
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उपप्रमेय : #+-४--, रखने पर वर्माः* की प्रमेय प्राप्त होगी। 


प्रमेंप ॥(0) : (4') में ४-4, #-- 3, (सै, 2), ०४०5३ --2/£--2 ), 
[-726 + 22, 0 ०307-23), 295०३ -+-3%-- 3), 4३७६--27४-- 3), 24-०3 --2%--2)2 रखने पर 
25%%/2 
तथा ० हा 0 “नि ०5-00, 06+--0, ८.5८ | -- दर $ 627८] न 2 9.7 न (2) नने पर, (23) के 
उपयोग से निम्नांकित प्रमेय प्राप्त होगी : 





द 4 
यदि ४(£) 9 पक आकर 6/४ /(#77/) 
तथा ९(/) 5७) 
तो | (/£) ८८ (27) (.-१/28+ २५+६+2 /2 (2) गा छत १/25-7. 


(०० 0, 3+47 [/25१2४/2/५ 27 
ह |! दर < (४) ०, 403 कर 4 ] । ) 


वेधता को शर्तें वही हैं जो मुख्य फल में उचित प्रतिस्थापन के अनन्तर होंगी । 





5 (5, 4--3०), /(27,--/४-7*/425 47#४- 
2 (2/, --/«न ?/25--/--) | 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० के० सी० शर्मा के प्रति श्राभारी है जिन्होंने इस शोध पत्र की तयारी में मार्गदर्शन 
किया । 
निर्देश 
. श्रग्रवाल, श्रर० पी० । प्रोसी० नेश०ण इस्टो० साइंस (इंडिया), 965, 34, 
5536-46. 
2. भोंसले, बी० आर०। प्रोसी० ग्लास्गो मेंथ० एसो ०, 962, 5, 4-5, 
3. एडेल्यी, ए० । पसराहशलए 778782९०त67४४7 फप्7८८०078, भाग 77, 
 मकग्राहिल, 953. 
4. वही । पु'0०068. 6 ॥णा6८ए४ 4793787907705, भाग 77, 
मेकग्राहिल 954. 
5. गुप्ता, एस० सी० । प्रोसी० नेश» एके० साइंस (इंडिया) में प्रकाशनायथ 
प्रेषित. 


6. वही। द विज्ञान परिषद अ्रनु० पत्रिका में प्रकाशनाथ प्रेषित. 


]28 


!]. 


]2. 
3. 


4, 
[5, 


१6, 


माइजर, सी० एस० । 


वही । 
वहीं । 
राठी, पी० एन० । 


शर्मा, बी० एल० । 


दर्मा, के० सी० । 
वही । 


सिंह, एस ० पी० । 
वर्मा, सी० बी० एल०। 


वर्मा, आर० एस० । 


एस० सी० गुप्ता 


7702८, 70०7, ३८१४७, ६50, ४ ८, 7946 
49, 227-237, 344-356, 457-469, 632- 
644, 765-772, 998-943, 063-]072, 
]65-]]75, 


वही ]940, 44, 599-608, 

वही 94], ६4, 727.-37, 

प्रोसी० नेशण" एके० साइंस (इंडिया), !964, 34, 
320]-506, 

2779], 68 48 500.8९0,, 987प5९॥८४, 965, 
79, 26-40. 

मेथ० जाइट०, 965, 89, 94-97. 

प्रोसी० ग्लास्गो सेथ० एसो०, 963, 6, 
07-]2, 

प्रोसी० नेश> एके० साइंस (इंडिया), 962, 32, 
3855-59. 

प्रोसी० नेशण एके० साइंस, (इंडिया), !96, 30, 
]02-]07 5 


प्रोसी० नेश»ण एके० साइंस (इंडिया), 5, .20, 
209-26, 


४ []3703 ?3।[593 6 /053॥ 6 3॥ ?3६7] [८8 
४०. 3, ६० 3, |॥५ ॥970, ?9४९५ ।29-38 


पछ-फलन का इसके प्राचलों के सापेक्ष समाकलन 


आशा पेंडसे 
गरियत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--फरवरी 2, 969 ] 
सारांश 


प्रस्तुत शोधपन्न में कतिपय समाकल प्राप्त किये गये हैं जिनमें फाक्स के 7-फलन को क्रियात्मक 
कलन की विधि द्वारा इसके प्राचलों के सापेक्ष समाकलित किया गया है। 


4 95#723 ८: 


ई॥९छ7 20 ० इा-फिट्एणए) छततकि ए#85छथर्टां ६0० -5 छ्बाारांटाड, 329 25509 
ए०चव82८, ॥26792/ऋ्राला[ एटा 63, रिव्कुबड90 एाएटलआए, ]2ग०पफ- 


॥४ 5 छ2796० ८ट€ए#बएर एशाटछ795५ 0296 0९९० ठग ए्रा००6 #65 ल-पिलाता 928 
ए6ढा गापटएुए्वाट्व जशांफी एटपफुटटां ४0 70 फुबाक्णालालड, >ए था शाल्गाठव ० ०796-2० प््चा 
0००८णोप४. 


). मेकराब*, रागब”, स्लेटर०, वर्मा द्वारा कतिपय समाकल प्राप्त किये गये हैं जिनमें ।7-फलन 
अथवा हाइपरज्यामितीय फलन अथवा द्विपाश्विक हाइपरज्यामितीय फलत को उनके प्राचलों के सापेक्ष 
समाकलित किया गया है। प्रस्तुत शोधपत्र में फाक्स के रिं-फलन सम्बन्धी वेसे ही समाकलों का मान 
ज्ञात किया गया है । इन समाकलों को एक प्रमेयिका तथा उसकी उपप्रमेयिका के सम्प्रयोग द्वारा प्राप्त 
किया गया है। | 


यह प्रमेयिका मेलिन परिवत्त में 








3 /(७ : गुर | हा औ) * .. (0) 
तथा सक्सेना" द्वारा पारिभाषित गास के हाइपरज्यामितीय फलन परिवतं में 
7०7७) |” ५. (४, ४ ह 

47०, 8: ८ [ ७) - )] ्् डे हद / । 0 2 हा  आ >>)  (<) 6 ([ 2) 


58. 2. 3 |. 
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फलन के बिम्बों के मध्य सम्बन्ध अंकित करती है। 


(-2) द्वारा पारिभाषित संकारक (07८7०४८००) विख्यात स्टाइल्जे परिवतं का सार्वीकरण है 


6/[/(0 : 3] | #+>)-/ (७ # 
तथा हमें 
ध0,8 : धर (७) :2]57"(०) 25 6, /(४) :»] 
प्राप्त होता है। इस शोधपत्र में निम्नांकित सांकेतिक चिन्हों का प्रयोग किया जावेगा 
(७,) ++4;, 49, ..., 4, 
(६,, ४,) 5२(०,, ८,), (०५, ८५), --., (५,, ८,) - 


4 6&न+न॑-] 5-72 -- ] 
87 $% !2 


&3 (7 $ 4) न्‍+ 


तथा » औौर ० निम्नांकित मात्राओं के लिए क्रमश: प्रयुक्त होंगे 


॥ १४ [5] र्र 
0) डे 0-2, को+ 2(/0- | (०) 
() 2 (0-४ (को 


2. निम्नांकित फलों की आवद्यकता होगी 


() एडल्यी [], 9. 62 (१5)] 


हि +7०(6--७) 7(8--3) 7(-..&) कर 
थगर३  -+७ 2(८--४) [5 





हि 282 / का 
छूट (९-७) 


(४) एडेल्यी [2, 9. 400, (9)] 


कि 77 ([--&)7? आर / -<)० 


__ (०) :(७--१%-०) /(8--»-+०) द 


ज.. कु जछ्यक्ायणे 


('3) 


(-4) 


(*8) 


(-9) 


(2") 


(22) 


3-फलन का इसके प्राचलों के सापेक्ष समाकलन 3] 


(गा) एडेल्यी [2, 9. 899, (3)] 


| 4 हि । (४ +-9) 3-27-72 हे ३८ 4 
9 ५ 


__ £ (9) 2(2) 2(8-/)7(/-०-४) 








“कह कह कप 9-3) 
7एछ #6/-०) 76:/] । 
(79) एडल्यी [2, 9. 283, (8)] 
| हाय छन>)7 #- “20 (27 ० (2-4) 
0 ु (2) 
तथा सुप्रसिद्ध फल 
(24) 7/भ-/कक ऋथ्द-7/2 पय ए< +ह) न्‍्ञ्ज(्ट) (2-5) 
(0 
जिससे यह व्युत्पन्न किया जा सकता है कि किसी धन पूर्णांक » के लिए 
7! हर कब 7-7. 7! 6नई 
7(6+:्ट) 5 (24) /श्ना/श ऋष्पशम्द-ा/2 | (न ८) (2-6) 
जन) /ँ 
तथा द 
7! ४ ७ पिया, 7! ०--४ 
2(६--३०४) 55 (24)7/2-7/श छष-#द-7/4 7 7 (प्र न ) (2-7) 
(5-0 । 


यहाँ तर फलन की जो परिभाषा दी गई है वह फाक्स द्वारार दी गई परिभाषा से कुछ भिन्न है। 
हम पारिभाषित करंगे कि 


रे 8 गा 8४ 
खि जाजीाई | 2(7-अ+ ०8) 








8, [८ है हक का उ कर बह. (2-8) 
है | क पं 
"् £ ॥/ 7(--8,+/6) 7 7०-०६) 
उच्याकन उक्त, 


जहाँ रिक्त ग्ुणनफल को ], 0<:%<-4, 0<:# “<#, के रूप में माना जावेगा; सभी ८ तथा # घन हैं, 2 
बार्नीज़ कोटि का उपयुक्त कंट्र है जिससे कि 4 (2/-/;8) ; “5१, 2, ..., % के पोल इसके दाई ओर 
स्थित हों तथा 7(-०;--०;८) ; 75-, 2,..., & के पोल इसके बार्ड ओर हों। यही नहीं, प्राचल इस 
प्रकार सीमावद्ध हैं कि (25) के दाहिनी ओर का समाकल अभिसारी है। 


3. प्रमेयिका $ 


यदि &?“7 (४) «०४ (0, ००), 20(4):>20, 2४9) >:0 तथा |०/४ 9|<+#, तो 


834 आशा पेडसे 
_] (+7०7"6--६) 7(2--£) 7(--६) _ हा 
पक | अमन आई | (४) : £+ मु धटु 
नतप०, 6: ८ [47 /(<) : 9] (3-4) 
जहाँ कंदटूर समस्त काल्पनिक अक्ष है जिसके मूलबिन्दु पर दंतुरता है जिससे कि यह कंटूर के दाहिनी ओर 
रहता हैं। यह फल तब भी सही होगा जब |ा8 9|>-४7» यदि (6--४) </९(८) . 


उपपत्ति 


फल (3:) की प्राप्ति सम्बन्ध (<) में दोनों ओर ४7777») से गुणा करने तथा » के 
सापेक्ष समाकलित करने, समाकलन की सीमाओ्रों को 0 तथा ० लेने पर तथा बाई ओर समाकलन के क्रम 
को बदलने पर जो कि विहित है, होती है । 


उपप्रमेय : यदि (3"7) में 2-० रखें को यह घटित होती है मानों 


४ 


जग नड) 7(-8>शब् आ 0) : इ+े रे 


9 ग्रा? 
चूत (6) 04[(४--०)7०7 (७) : /»] (3"2) 
4. समाकल 


प्रथम समाकल जिसका मान ज्ञात करना है वह है कि यदि #(०४)>८-०, #(०--८)>०, 
7०-८०) ००, ६6-०)-००, 2(०--८)-०७, ्‌(४--१--०--०)>>० 7?(०)>0, 22(9)50 तथा 





८ कक 
नजर न पा, ता 

&+ा 7! 7! कया » .--रथ £), 4), 79 पु । 
का 7हकछ 7हक 7-0 माकपा है ऐ (० ८६ 





न्‍न 4 (र्न-०) 7(9-- ८)४० 2 की | 


7+कथे॥ 3 5 नयी 


(0५४7, [--4--०), )६ 0 (४, --०-८), ) ७७७॥ 
(0५, 5), ६ (४, ] --4--9--८--४), ॥) 





(&*) 
यदि 20, 9:20 तथा ८८८7४ ४ै(०9;/7/,), गिल 5 (च्त्ग्राबज हल) 
8 
उपपत्ति 
यदि हम (37]) में 


/ , ») ह 
|. उडी) च्अण। उन) * मर, ६ [(#न>) रा (87८ | (&*2) 


र्कझ है| 





7-फलन का इसके प्राचलों के सापेक्ष समाकलन 33 


ले और फल (28) से समाकल्य में ः४-फलन का मान रखें, तब 2४[ /(४): £--/] का मान फल (274), 
(23; तथा (27) की सहायता से निकालने पर जब कि 77. /: ८”? /(७) : 2] का मान (22), 
(26) तथा (27) की सहायता से समाकलन के क्रम को बदल कर प्राप्त किया जाता है जो कि 
न्यायसंगत है, हमें वांछित फल प्राप्त होगा यदि £ को £- « द्वारा प्रतिस्थापित करें तथा अन्य प्राचलों 
में वेसे ही परिवर्तन पहले से कर लें। 


विशिष्ट दशायें : 


यदि हम समस्त ८ तथा / को इकाई के बराबर मान लें तो हमें निम्नांकित समाकल प्राप्त 


किक 


होगा 


हि प "६२-६० 7" 7! ए हे 65 ४ / | 0५ (7, । --4--£), (6, ) 
फ | जा वाहन) ग8+ है) (०-६ह)ह४ 6.2, (| । ब् 


६ 7778 _ ४-६ & रैक ८ (72, । --८--6), /४ (77, [--०४--०), (४,) 
न (6-५) (8 -- ८)४० ०,०४, हम कि व कल 7 ) 
(६-3) 
यदि हम #--, 4 --(--] , [5--75--१, 9,750, 8... 77]--, 4६777 ०५८ रखे तथा समस्त ४ 
एवं / को इकाई के बराबर मान लें तो 


] (€+ई० के 7 मल / ५ 72, ८-6), ०») . हि 
हुक |... (2+ह) गन) 7(०-ह) ४४६ | (8) : ८. 
! 7 _८ # 40 77, ८- ०), /४५(%, ८-०), ०५) , ! 
नर (६--०) 2(०- ८)१ ४) 286 676 26220) ् | (44) 
प्राप्त होगा । 


यदि हम #८-, £55४5०१, 45-0, ४-0, 77-५4 मानें तथा समस्त ४ एवं / को इकाई के 
बराबर तो हमें द | 


ही पलक 7! 7! 8 6 बार ५, हल 5०:०३ 4-75 वि 
व टिन0 राकश राएिशक आह 2 हा: *: ८ 


हक 7" 7 , ०08८८ (6--0)# []--०6--०, ०३--०, .... ०9-०१ , | 4-8 
रा 5 2 हे ९०४८८ (6--८)# हा 8-6, 2,-०, ... ,१५--० हे अप 


प्राप्त होगा । 

४] होने पर हमें रागब” द्वारा दिया गया फल प्राप्त होगा यदि सभी ४ तथा . इकाई के 
तुल्य हों । द 

समाकल 42 : 

द्वितीय समाकल जिसका मान ज्ञात करना है वह है यदि 2(8--) >> «८:०0, 2१(] -- 8-८) >«८:>0, 


54 | आशा पंडसे 


8०-०० #(6-+-०-)>#(०--०) >0, #(०)->०, #2(8)>0 तथा व 2) का 
तो 


ई। €--६०० “ (4--६) (० ६) ट्र (3 /|-75 / /५ (॥, 4--£), 0 [०५५ ८, 
2 कक पल | आज 7 | 


/ (6--0) -“(6+8). &ंग 0 2 लि का (८ (2४ 4४--४) ), (०/५ ४//५9 ६ ८ (7४ 4), 
4 (6 ८) ;; लक अल क :0 (श ८--८-6& 8--। ) ५ 35 5) | 


(4-7) 


यदि 30, 38:20 तथा कन्‍्नफांय २ ही (नल, ... £& तथा 8-7725 ह[ह्); 
८ 


2-5]. ..., /. 
उपपत्ति 


यदि हम (3'व) में 





[ (स्‍--3)%-९-7 फ्‌ [6 (]--&)” (6/» 2] जब 0< &< ] 
( ) २ (95५. 5) 
0 की 

( 0 जब 7<<%<- ०० (4“8) 


ले और फल (2:8) से समाकल्य में स्तर-फलन का मान रखें और फिर 04 /(४) : ४--»] तथा 
2०, 8: ८ 7 (४) : 9] का सुल्यांकन (2'3) (26) तथा (27) फलों की सहायता से समाकलन के 
क्रम को बदलकर करें तो हमें वांछित फल की प्राप्ति होगी यदि पहले 4 को £-८ द्वारा प्रतिस्थापित 
करके अन्य प्रचालों में भी वंसे ही परिवर्तंत कर दें । 
विशिष्ट दशायें 

यदि हम समस्त ४ तथा को इकाई के बराबर रखें तो हमें 


है. किए 2(67£)/(6 76) ६ ८ हा 0७४ पा (8) प्ध 








व ४०५. | (य८) सी 
है (८--०) >(६+6) पं 0 (7.3 ६+7 (7 4-- ) (4,), / (!४ पा] ५ 
(८ 2 हे हक का | (77 ८-- ८-6८ 8... 4 )५ (85) हे हर) 


यदि हम ४-5] रखें तथा --0, &£--४--/७, #--4, ४--८४--0, समस्त ८ तथा को इकाई के 
बराबर माने तो हमें 


[४०7 ०+६7(-8) ० [है ० कतई 
हे “हल +----)< &कझांग है | /- है से 2 कम | 
कफ ....ै.. 7(6+६) कद हो ० अल 8, -- ८ “| 





॥7(6 कस 4], ---०% , ] 
कल) ८2 जय ८ | (4 0) 


प्राप्त होगा । 


+4-फलन का इसके प्राचलों के सापेक्ष समाकल 35 


3. समाकल 8 
तृतीय समाकल जिसका मूल्यांकन करना है : वह है यदि /(84-०)->८००, 7(८-४७)>«८-> 0, 
ग(६--०) ०0, (८--०) ००, 7१(०--८०)-००, 2(5)--0, 2 (०)-००, 22(8)-0, तथा |&&|<यु)# तो 


हु €+8 7! 7' (+9 (-+॥2 ७ (५, -“7४--£), ), (4,, ८,) 
5) ._... | 6+8) 7५80-४8) (७७ ८-६), 7), (8५, /.) | 








4 (८--४ (>(८ रन 4) हि 2 काल | 78९ (77, हि -74४-- ४), 4), [4,, ८,.) | (5-] ) 
/ |-6 पे टी ्ध) 7479 उन? ८5 (72५ ८--५), )., [9५, (5) ॥ 
| शा 
यदि )7>0, 0-20 तथा ८८-77) ४७ /रे (7) /5- ] व: पक सड 6 ध्च्न्पाव रे पे के 
% 8 
हल 
उपपत्ति 
यदि हम (3"-2) में 
3 ८ री 
कक अत ए४ े, ब्ण 7 7] (5:2) 
55 5. 


रखे तथा (28) फल में से समाकल्य में छ-फलन के लिये प्रतिस्थापन कर और फिर (2-4), 
(2-6) तथा (57) फलों की सहायता से समाकलन के क्रम को बदलने के परचात्‌ मान निकाले तो 


वांछित फल की प्राप्ति होगा यदि पहले ही £ को €--8 के द्वारा तथा श्रन्य प्राचलों में वसे ही परिवर्तन 
कर द । 


विशिष्ट दशायें 
यदि सभी ८ तथा / इकाई के तुल्य हों तो हमें 


] #“ढ्कां (/+-73. (+-] (४, ]-..८ 5 
%३|.- (4-76) /५(०-४) ०... को /५ (४, ८-६), (8) । ) 


(4-०) /(८--५) ६» (5 ४+8/ /५ (७/ 7-- ४-2), (७,) ) 
4 (4--०--८-- ८४) $05॥ का “ (४, 6८--०), (2५) 
प्राप्त होगा । यदि सभी 4 तथा /# इकाई के तुल्य हों तो यदि हम 255], £--5-#, #5-६, ८--0, 
45-0, 2/5-०६ तथा ०,--/१,, ले तो हमें 
| 


€? आह 86 ८, ८ के कु कक ५ घास 
कल». ८78) 76-४६) «४४ 0 किक हु पए : ८ 


/"(6-- 2) 7'(०) ४-- ४-०, वथयर2, ..., ०४-- ६ , 
2 (६--० -+०) बा ण[ रन 6, 2 /५--० - ८| 














(5"3) 


(5*4) 
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प्राप्त होगा । यदि आगे हम (54) में 7-0 रखें तो मेकराबर्टे द्वारा दिया हुआ समाकल प्राप्त 


होगा । 


समाकल 4 तथा 5 


यदि हम (<) 3572 (&--9) 5 प्र | ट्क४ (#नछ ही ा || (5-5) 


लें जहाँ £ तथा दोनों ही धन पूर्णांक हों तो (2"4), (26) तथा (277) फलों के बल पर फल 
(32) से निम्नांकित की प्राप्ति होगी यदि हम मान लें कि --७--४8, 755७; # तथा £ दोनों धन 
पूर्णाक हैं तथा £ को £-2 द्वारा प्राचलों में उपयुक्त हेर-फेर करके प्रतिस्थापित कर दें । 


हा 7(+#7(0-8(7+ २)... 


(+77--4). (+!7] 
00 आशिक मिरिक 
#+क75 ठंनेरी-ीओी 


[५ (॥, | --८-- ६), ), [०,, 6, | 
(/% (१7 -+78, थे 3 9 [9 ,, आह.) 


--7(७--8) ([ 77 गा ह् ) “४-6 


[220 78 “70 9), ), [4,3 ०,); (2५ (7४, ८-- 2--०४--०), | 
/ 6 (४, 6-4), !), (८७ (४--१४, 6-- 4), ), (0५, / ५) 





2५९ 


(+477--75 (+-]॥ 
7 +7]-4-905 3-4 27] 4. ८ 





(5-6) 
किस्तु यदि हम मानें कि 5-8, 75-॥४--% तो 7-7 अ्रत : इससे 


] (6+४ 7! 77 प्रा गान ५ 
| है ५ (4--६) हि (6 £) । 0] 





(6५, ०.) 
(/७४ (॥४,८-- 5), [). (72,४--£) , 0.0 





2745 | २-६ 
29१ 74-08 ///2 १-2 
नया (०+४) (+ ५). (६) 
पति 33 ( [4,, ८,.),६ /५ (272 --77, 4-- 8--०-+ 4८) 5 8) ' 
#+70+7, कम (0 ७-2), (०-+-4), (0४ (४५ ८--०), ), (७, ४-५), )(2,, /। 
(5-7) 


प्राप्त होगा । 
विशिष्ट दशायें 


यदि सभी ४ तथा इकाई के बराबर हों तो (5:.6) तथा (57) क्रमशः 


[' 6ना। 7! 7! ८ [ न्‍] «अल 6047 (५ (॥2, ]---€ --८) (०,.) 
हु... (४+8) 7(8--9+ जब मकर 7 ८ 


स-फलन का इसके प्राचलों के सापेक्ष समाकलन 37 


पा (4_ // | 4-8. >दिक्शा। कफ टन (03 (8, [--८--2), (७,) 2५ (४7, 4-० -+-८+-4) ) 
डे हम 
स्तर (८-2) ६ 7 ) के कत $+20+॥) ( । ५ (72, ८-४), /3 (|४--%, ८-4), (8५) 


(8-6) 
एवं 


] #66+४० पा 7 920 ६ . ((+7--73 ह 
2 4 (८-६) रे (6 गा 8) हे | (2, सराए 


च्व्य(6+»[ ह ) बार) 


+477+श, ( 
7-३ -+ 2253 $|- 377-+-2% 


(६,) ) 
(0, ८--४), /$ (१, ४--£), (०५) 





(6/), 2५ (8-2, ८-- 7--०-+-०) क्‍ ) 
(0 (॥४--8, ८-+- 4), /५ (#7, ८-- 0), /४ (77, ८-4), (2५) 





(5"9) 
में घटित होंगे । 


यदि हम (3'8) तथा (579| में ऋ--#--]। रखें तो हमें क्रमशः 
प्‌ (न 7764. ८) 7५6-- /9-६ दि सा []--.८--८, (०,.) ) ग 
कक 4 (6 ४ छु &) 4 (6 हा /् द हल कल जा ८), (दें & +. ]) (8,) 


7 द+ 399 (+7 --८-- 2, (०,), ०४ -- 8- ८+ ८ श 
6 प्र || //32 5 
कम व जा 8 20 85750 08. 
तथा 
[5 रद 70-66 7, (०५) 
मिला हे 89--६) (० 
श््या रा हर हा 8) हु 5) ही रू | ६, 4८--६, ७) 


(५,)), डै(७ + 0--०--५), गा] 


(+4., ८ 
ज् 9- -+9 (2 रे 
घट (७ -- ०) 6 (ः $ ॥ 2(6--<), (८--०८--व ); 9-०, 6-- ६ (०५) 


7+2, $+# 





(5-) 


प्राप्त होंगे। प्राचलों को उपयुक्त मान प्रदान करके यदि हम 6 फलन को £ फलन में परिवर्तित कर 
दें तो उपर्यक्त समाकल (3:0) तथा (5:]) क्रमशः 


| 4 (हि 7! 7! फ (४८--८£), 32(४-- ६ -- 3 ०३-६५ "5०३ ०७-८६ हि 


7 थे, 2(८ 4-०), $(०--८--), ०५, ««-, ०$ . 
-_-- [6 -- 8) 2-7 ट ४ 8 7१३७ & * 
पु हु द डी छू 5७.३) 345 धर्न-4 ः “| ह न 
तथा 

हक. 8 (०-८) 7 (० - £) | , 8५ : <| 4 


--- 0--4-४8 7(७-- ४) | >(८-- 4) (८--< ५; पा? ६-- ६८ ८-५ "००५ १ ५ | 


09 “७ 9 36-09 --०+-०), 2(६--१--०--४८-- ) (5-8) 


में घटित होंगे । यहीं नहीं, यदि हम फल (5:3) में 257५, </>- रखें तो हमें रागब” द्वारा प्रदत्त 
फल प्राप्त होगा । 
3.7. 4 


]58 ग्राद्या पंडसे 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखिका डा० के० सी० शर्मा के प्रति अपना श्राभार प्रकट करती है जिन्होंने इस शोध पत्र की 
तेयारी में सहायता पहुचाई । द 


निर्देश 

.  एडल्यी, ए० । छलाइऑ#टए परफक्लाइटटाविट्याब) फपाटएं०75, भागों, 
छ8॥ाव्काबा बापडइटाव[00 +70]०८०४, 958 

2, वही। व'०!68 ० वमाटएएवओ॥ी पफछार्शठाप्रा5, भाग 7 
डिाध्गादा १०7प्रडटापछ ?70]6८४, 934, 

0. फाक्स, सी०॥। ट्रांजे० ग्रमे० मेंथ ० सोसा ०, ]96] 4, 395-4209. 

4. मैकराबर्ट, टी० एम० | प्रोसी० ग्लास्गो मंथ० एसो०, 959, 4, 84-87. 

> रागब, एफ० एम० । वही, !957, 394-98, 

0. स्लेटर, एल» जे० । प्रोसी/ केस्बि० फिला० सोसा०, 7955, 84, 
288-96,. 

7. वर्मा, ए० के० । जनें० लन्‍्दन मेथ० सोसा०, !964, 39, 673-84_ 


8, सक्सेना, आर० एस०। खियय5, ते 48 502, 86. 46 #7एचथ८ा6३, 3965. 


४ [7]93॥3 ?३75॥9वे /॥053॥0॥3॥ २०८।|८४ 
४०।. 3, ६०. 3 |0५ 970, 79265 39-43 


तीन चरों वालो कतिपय हाइपरज्यामितीय श्रेणियों के योग 
एल० के० भागचन्दानी तथा के० एन० मेहरा 
गणित विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[ प्राप्त--जुलाई 2, 968 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में विभिन्‍न बिदुओं पर पांडेय द्वारा पारिभाषित 6, तथा 55 और 
श्रीवास्तव [7, 9 38] द्वारा पारिभाषित #५ तथा #ऋ८ तीन चरों वाले हाइपरज्यामितीय फलनों के योग 
प्राप्त किये गये हैं। ४5-४9 -<--] पर सरन” द्वारा पारिभाषित #,/ का भी मान प्राप्त किया गया है। 


43 9795(7४2८: 


(0४9 (ं॥९ डपरय्जड ० 2९४गांय ॥एफ्ुर/ए९०फार्लाएंट डटाजेटड णाीं ईएटट एगरॉगॉ०0०७.,.. 29 
8.. 8. 8098027व77 2०१ 7 ६. व, ४८७7७, ।0९००7४ए72८४६ 07 'शव्वातिटायव0०5, एममांएटआए 0 
३04/0फए- 


॥0 096 ए/"68ढ7 20० ए९ 64 6 डप्रातरड$ ठी मजएलएट0टजेट फिाला6त0ए5$ ० ४77९८ 
एबापबा65 | 2०0 ०५ वेधाीपररत 9ज7 ए47व6९ए० बकव श,, 7 १679607 9ए 5ल्‍ए2४:४०० [7, 0. 38] 
था; एप एथ०प5४ एणंग्रांड,.. ८ ॥बए2 ॥80  07ंग्रव एथेप्ट ० ४, वर्शीए८त 9ए 84७7० 6 
25८5१ 5८८ जन | . 


!. विभिन्‍न बिन्दुओं पर फलनों के योगों को निम्नांकित सूत्रों द्वारा प्राप्त किया गया है । 
एपेल [!, 7. 22] ने दिखाया है कि 


4 (८)/(८--५- 8 -- 8) 


(4, ०, 7; ८ , ) -- एछ- गे एह- 6-67 (4'4) 
भट्ट [3, 9. 84], ने सिद्ध किया है कि 
/,(--?, 9, 7; | -- 8-- 7 --/£, ८; १, ! मा (]-2) 


[6५ /) (6 -- 6, 9) 
जिसमें / एक घन पुर्णाक है । 


40 एल० के० भागचन्दानी तथा के० एन० मेंहरा 


बेली से हमें 





प्र (४) (3--४०-- ३०) -9 
श 0० 7 पक (:3) 


प्राप्त होगा । 

४. इस ग्रनुभाग में हम क्रमशः 4७--३--८-57] तथा &5-:३5-&>!, प#चछन-टज्, 
“&<-€ >>] पर पाण्डेय [5] द्वारा पारिभाषित 6, तथा 06, के मानों को प्राप्त करेंगे। श्रीवास्तब 
(7, 7. 38| द्वारा पारिभाषित तीन चरों वाले हाइपरज्यामितीय फलनों, #, का योग ४७95-८८! 
पर किया गया है । 


यदि निम्नांकित पर विचार के 
(०५(/6, ८, ८, 8,, 88; 08; 4/०; 5, ४; ४; 3 £) 


७9 (८, --१४) (8, #४) 


ह 277 (6-20. 80... 68..: रो 


१4 
 (:]। के प्रयोग द्वारा हमें 
7 (८) १8 [(€ धा 2 62 8) 


०५४, , ) 7७-०9 7छ78,75,) शी टिफ र+ट+5875 ४) (&-) 
आप्त हागा। भव [4, 9. 304 (46), (4/), 57)] तथा (१-3) के से त्रन्त ही 


<(]--७)/ १८ + (7 4)/(८-7८--0॥ 09-09) 7 (८) -“ 82-23) (८) 


(०५(!, , 4 )-- / (4--4--४३)४ (6-५) / (6-- 0, -- 8 3/ 


(2-2) 


७ (०7९०-०४, -०५-2७)7(2८--/,--20, --20,--) /( १) 
डक ह#-०«९०२ ० --8 8 7८०3-77) (४॥।/$/।$ै" 
8६ ॥ मत , ) 4. ॥४-89.,--8.]7786-- 8. - 5-75. 7" 6-- 8 > ले 93 )/ (2८-- 8 चल 9 -“-02--4 ) (3-+- 9 ) 4 (८-5 / का हु णण ह/ ' 


(2-७) 
प्राप्त होगा, जहाँ 6--] -- 8, -- 6 --8, --८. 
८ है ४ (4--«) (3) / (8, -- 4)/ (9, -- 8, -- 8.) ह 
कि | मल है 
8६ 39 <9 ) ध्् है 6 ) ३2 | | ॥/। -02--4) /(/.7 न ५ 8. --- 3८) 8 लि खा 2 (2 55) 


: जहाँ ८७००, + ८, -- 8५. 
तथा 


6, (3, , ) ->-7, 02) (०) (४८- ६0 “7 208-225)2(] +- 22, -- 28, -- 28 
हा हा ड आइना रीति+35,4-40--3० 7 (पु + 30५ -+- 38,) 








2 7(५-8,-&%) (2-5) 


जहाँ 6-८ ३८: 8. +- ४ 8 3938- 


तीन चरों वाली कतिपय हाइपरज्यामितीय श्रेणियों के योग जन 


अरब 
(7 ((।/6, 6, 6, 0, 8, 0 46% 6, 58%: % 2) 


मा 2 0] 


स्सस अप मा (68-27. 0". 8-:- %: 6-- 97: 
77ल्‍50ं (4, 772) (८,--१०) 45 रे » 07० ० 3 _.0५ ८) 





पर विचार करें। (47) से यह निकलता है कि 


(८) (८-०५--०-०) ए हे -- 20 -- 40 -- 2०, । --३0--३०-- ३०% 4&, 


3 (]--6, स -- 6-- 8 -.- 2 -- ८ 


( थीं घ््फिन्ज्ज्माजतजज-्््5्प्राू++5रप्ु+5 « 
2 87 (० 68८0) 06 टैग हे 


ग्रत : हमें 
७,0,! पट 67 (0 0) 8, $-+ ३ +- 36 -- ३० नी 30 नी ४0 -- ४०; ।) 
धर 28 7(6-०७)/०-०-०४) * * (8, ]--6--0- 0-- ८ 
(20) 


प्राप्त होगा । 
श्रब (26) के बाई ओर के ३7”, (१) को सालशुत्सियन, डिक्सन, वाट्सन, तथा व्हिपल प्रमेयों 
द्वारा योगीकृत किया जा सकता है। बेली द्वारा [2] दिए गये सालशुत्सियन प्रमेय का व्यवहार 
करने पर हमें 
८ (/६, 6, 6, ->३3, ०, --३; 4/०, ०, ८; 43 3, २) 
__2(०)7(॥ -““4) / (6--6-- / ) / '(३०-- ३० -+- 3-०५) (2-7) 
. 7८-०४) /(४--३$-० )/(--०-+-$) 
प्राप्त होगा । इसी प्रकार से 
0 ु _7(--6--9)7(-£/”) (2- 
(०, 0, 2; !-+-०--४; !, !, ।) कह जा खा 2*8) 


प्राप्त होगा । 


3, इस अनुभाग में हम क्रमशः श्रीवास्तव [7, 9. 38] तथा सरन" द्वारा पारिभाषित तीन 
चरों वाले 27, तथा 7", हाइपरज्यामितीय फलनों के लिये संकलन सूत्र प्राप्त करेंगे । 


यदि 472६4; 8, 9; ८4, ०9 ८$ 45.05 5) 
७, (8, ॥) (8, %) 


दि ( 4 |) (6५५ 77) 





हे ५ (6, 9 न 78, 07 --१; ८49 733 “9 ८) 


बे घर 
तो हमें 


कक 


पर विचार क 


]42 एल० के० भागचन्दानी तथा के० एन० मेहरा 


47४(-7?, 0, 2; ! -| 8-_ 9'--7, ८५, ८3; 7, _2, ) 


रे (6, 8१ 9, 7 था ५ | 
न ताजा मा हि 2 ्श[्‌ --7, 8 --70, 0 -7, न 0लल्‍नटी २० 7, ८3; ॥ मच ) 


प्राप्त होगा जहाँ # घनप्रण्णाक है। (:2) का उपयोग करते हुये सरलीकरण के अनन्तर हमें 


(9--2'-( ८. , # [0 %) ४ 
47:(3, », 2) गा 20 पते 277 (6, 0 --+; ८५; 2) (3*) 


प्राप्त होगा । अतः इससे यह श्रर्थ निकलता है कि 


9 -- 0“ -- ८५, 7) (8, / प् ॥ 
0(4, ।, ।) + लेती इक 2 2 व (0, 0/--7; ८५; ) 


कल 6 पटक 007) 7 0) 6 500 को हे 
... व 7) (-४,७) (&8-0/छ,- 67% (3-2) 


इसी प्रकार [4, 9. 04 (47)], (-3)> तथा [4, 9. 04 (5)] का उपयोग करने पर 
47५४(-१, 8, 8; [4--0-- 9 -/], [4-- 0--8'-.../], ८3; 4, --7, 4) 


__ 9-8 (20-07 ८3, 7) (0, 7) /(+ ४4742 0 7 ॥९ 2 न 
(बकरी 0799) 7(-ह-्याफजएपक न 





<7५(-०१, 2, 2; । -- 8 -- 9 -त+, 2(4--०-- 2“ -- »), ८3; 4, 3, ॥) 


न 4 469 70 (04 7) 7 (3) 73 -38 « 26 _.. ५) 
(७ 7) (0-8, 9) 7वृठ्न-कज तु फयकुल (3-4) 


तथा 
44,(--7, ०, 4--0 “4३ 20, ०2५ ०3; * है 2५ !) 
कक 27-८७ (22-748--१#--7 2 7)(--0--#, 7) 2 (८५) / (3) 


(८७ ?) (--28--+, 7) ॥उ०य३०) 7 ठुद्-पूह्यपर 4 ($८५--३४०-- 7) 
(3-5) 


इसके बाद पुनः विचार करने पर द 
27,/(4,, 4, 4., 9,, 0,; ८,५ ८५, ८३; हि >>, ८४) 
् ताम क 77%, (9, ०,, ८.; ८, ८५--?६; ४, ८) 
ग्रतः हमें 
47/(०,, 49, 43, --7, १,, --7; ! प4[-7०3--7, ८५५ ८५; , » 7) 


् (६५, ४) (8.., ४ 
व्प्ड रा ता ४, (-+, ७,, 4.; !-- 44--43 - ?, ०५--४; 7, 4) 


तीन चरों वाली कतिपय हाइपरज्यामितीय श्रेरियों के योग 43 


प्राप्त होता है। 
(:2) का व्यवहार करने पर 
पी (., 7)(64-+-6८6,--4५५ 7) कर, (१ 8,, न 
(43-५५, 7)(०५, 7?) * * | ८५ या 7, 4,--43 - ८५ / 
ग्रतः हमें 
/7,.(, , ) -- (9 72 (८ +०-7 4७ ?) की, (कि क्रव्मर्न-थढर्ना- 4 | 
(८३-५।, 7) (८५, ?) ८2779 4[--43-:०५ 
प्राप्त होगा । सालसुत्सियन प्रमेय के उपयोग से हमें 
4 (०५, 4५५ 43, “7१ “02, -; ! 5442-२१, --62--8५, । पक2-०9: 4, , ) 


े (439 7) ( 744-4/ -+- 09-45, ?) 


(42--4।, 7) ([--०५ +- 0५, 7) 
£ (4--6८,--2५ --?) (4५ -4/--0/)- (63-- ८. 77/2 (48 74/7709// (4877०4--4५)/ ([--7 4 (--7) 





< (6६-०५) ४ (--०५ -+- 7)/(१--0५--7)4 (6३--०4--०५-/ ५) के 
प्राप्त होगा जिसमें ” घन पूर्णांक है तथा ०,, 6, या ]+6, --०७,-+- 8,--7-०५३ ऋण पूर्णाक है । 
निर्देश 
8. एपेल, पी० तथा जे० क्ाम्पे द फेरी । #067९075 #एफथ/8९८०४९५०११प८४ ६६ ]9५9[02780- 


7दणंचुपटड.. ए66796गाट8. 6. छल्फयापट (2778) 
गोथिर विलस, 926, 


2. बेली, डब्लू, एन० । (+९7८००)220 ॥ए96९78८०77९८४१८ 52८77८5, 
(थ्ण्याणजंव26 पए३४०४ ]935. 

3. भट्ट, आर०, सी० । डो० किल० शोध प्रबन्ध, जोधपुर विश्वविद्यालय, 965, 

4. एडल्यी, ए० । जिला पंफब्राए8८2९० वैट79] ईएाटां०05, भाग [, 
सकग्राहिल, 953 

5. पाण्डेय, आर० सी०। जने० मैथ० एण्ड मेकैनिक्स, 963, 42 (4), 3-8, 

0. सरन, एस० | गणित, 954, 5, 77-97 


7. श्रीवास्तव, एच० एम० । गणित, 964 45 (2). 


४[]93॥9 73#5॥930' /॥७5७॥०॥9॥ ?2380॥/|८8 
४०. |3, ।३०. 3, |७५ 970, 79885 445-50 


सार्वीक्ृत कोण्टोरोविच-लेबडेव परिवर्त के कुछ गुण 
आशा पेंडसे क्‍ 
गशरित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--अगस्त 3, 968 |] 
सारांश 


इस शाधपत्र का उद्देश्य विहटेंकर फलन के गुणों की सहायता से एक नवीन परिवतें, सार्वीक्षत 
कोण्टोरोविच-लेबडेव परिवतत, के कुछ गुणों की स्थापना करना है । 


95६72 ८६ 


50776 एछ70०ए7९७४९5 ०7 (६९ ए९णए९ल्‍थापरटत छू ०४६०४०७४६४८४७-।,०व ०२ ई॥'87507:477 . 
99 3574 एल्यवैं5९, ॥06फथ/एफ दया ् वात टागवाप०8, एिडााए<एआाए ता िश|०४97, |2/7]0प7- 


चुत्नढ 67]66 06 075 92067 75 60 ९४90359 50776 ०] 796 -776एपंठढ "० एपशा5 ४८५ 
8786070770, 09 ६06 ४820 ०7 6 7079-78 ० "फ्राएपबवागवल प्िएला0म 


॥. भूमिका : इस शोधपत्न का उद्देश्य जेट विम्प [(6), 9. 37; (4-9) तथा (&0) | 
द्वारा पारिभाषित सार्वीक्षत कोण्टोरोविच लेवडेव परिवतं युग्म (!']) तथा (:2) के कुछ रोचक फलों 
की स्थापना करना है । वे हैं :-- क्‍ 

द पल हे । कि हि मिल 
न्द) विधि्येडमिक | (व): 
तथा इसका विलोमन सूत्र :-- ह 0: 


श«) नतक([ग)हैह | & शंध) (275४) /(३-/#-+-7») उ(३-/-४%) > 


| (#)-१ कब (०) /0) 4... 6-2) 


समाकल परिवतें युग्म (:]) तथा (:2) में व्हिटेकर फलन न्यष्टि है। यही नहीं, (-]) में समा- 
कलंत को न्यष्टि में सन्नि हित” प्राचलों के प्रति सम्पन्न/किया गया, है, जबकि विलॉमन सूक्र. (]-:2) इस तक 
के आधार पर सम्पन्न किया जाता है. । 

8.9. 5 
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फलों की ज्ञात विशिष्ट दशायें कोण्टोरोविच-लेबडेव परिवते युग्म [(2); 9. 73] हैं, श्रर्थात्‌ 
7005 500) ४0)० (7-3) 
तथा द 
(4) क+७ . गा , & अंग्रा। (श&) पे ६-7 # ;,(४) 7/)८/ (]*4) 
हम (-]) की सांकेतिक अभिव्यक्ति निम्म रूप में करेगे : 
... ७2७). (75) 


साथ ही, पूरे शोधपत्र में हम 7(४--४)/"(०--१) को 7(४--४) रूप में लिखेंगे और (७५, ८,) प्राचलों के 
समूह (७,, ०,),.... (4७, %) के लिये प्रयुक्त होगा । 


2. मुख्य फल 
प्रमेय 4: यदि &(४) « 2.(0, ००) 
तथा (*) पट &(8) | (2-) 
प्र 


तो €-74%/2(६-०) | &7/2-५ | (4७) ह्त्द् 5 जा रे 4 ॥ दही, (2-2) 
/2 २ 





यदि ४, » तथा #२ (०)>>0 वास्तविक हों । 


उपपत्ति--अ्रभिकल्पना द्व।रा 


7/2 (०० 7 
0) न), 8 #(०) ४002 (2:83) 
फल [(5); 9. 30] के आधार पर, अर्थात्‌ 
१ ु 0 -- |] )?# 
& हल) ल्‍लतजए-0 , अप टन >(-)९ 77%, रू) (2.4) 


हमें निम्नांकित प्राप्त होगा : 


4/2 ५० ( >> | ।7% ०० 97 
(७) (दर ) हक 0 8 नक्वा ४36 0 ५ ५ लिए (ह) (| 24 (2'35) 


2550 


सार्वक्षित कोण्टोरोविच-लेबडेव परिवर्त के कुछ गुण [47 


+ के स्थान पर 4८ रखने पर तथा पदों को पुन:व्यवस्थित करने पर वांछित फल (2-2) मिलता है। 


इस उपपत्ति में समीकरण (2-5) में पद प्रति पद का समाकलन करना पड़ता है। इसकी पुष्टि करने के 
लिये देखते हैं कि 


९ (६--) ) 


गलत0 ( ४) : 





477 (--)7 #..... $/(५), 
£ >> 0 परास में एक समानतः अभिसारी श्रेणी है तथा 
(8) 8(#) «८ 2.(0, ००) अभिकल्पना द्वारा । 
अतः मकलाचलान के अनुसार क्‍ [(3); 9. 75] पद प्रति पद समीकरण विहित है । 
प्रमेय 2: यदि 2(7) ८ 2.(0, ००) 


!4 24 
व्तथा /(<) हे & (४7) (2-6) 











| ही को आम के । हल | 
तो ८, प्याज 2, का (उऊ) ४? (2-7) 
यदि &, » तथा 22(०)->०0 वास्तविक हों । 
उपपत्ति--अ्रभिकल्पना द्वारा हमें ज्ञात है कि 
4/2 (१० प्रा 
वन न छिफक)) ॥, 8 हनन) 2004 (28) 


-कल [(5); 9. 29] के अनुसार, अर्थात्‌ 





रु । ५ - 00 (-- ] ) १८4 _आ ऐ/4 हि 
व 6५ 7! (& -:2) रट ( "9 ) हा (गो ] +9 ) क्र /+7, 7? (&) (2 9) 


एलजेन लछ) ४ ०”) 2 


2 -क्व (जफ) ॥ टिलर हल 24. (2१0) 


भ्राप्त होता है और पदों को पुनः व्यवस्थित करने पर अभीष्ट फल (27) प्राप्त होता है । 
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उपयुक्त उपपत्ति में समीकरण (2-] 0) का पद प्रति पद समाकलन हुआ है जो न्‍्यायोचित है 


पयक अभिकल्पना के अनुसार 2४) ८ 7.(0 ) 


तथा ही (702 ( 
7्रन््ती (70) | 2-9 
* अनुसार ४ >0 परास में समानतः अभिसारी है । 
3. उदाहरण : यदि हम 
0) चच्क्रग/2 | &/3 | ८-॑: 7७५७) , ०-० + &ए0ए 2, (>र्न-८)7 


पे शर्म करें तो फल [(); 9. 273; (3)] के बल पर हमें (:2) से 


(४ )55६ 877 7 (&ग) / ($--#-- ४) /(&-- ०-5 /-: 8) 9. ......, [/(५८) 


प्राप्त होगा । अतः (3-]) तथा (3-2) में प्रमेय ! का व्यवहार करने पर 


-- | )7? रे है 
दि ता द्षाश्‌ कल । ) | / 8777 (277) (ड /-- ) ५ 


गफ़-न३कके-३) 7, ह(ब्ले #..+०//(वथ ४ 


-- 7! ़ ॥8४ ४(6-) +) 
कू (7 2१०) , हक | (६.०7 २ 0-4२ लशिए:द 
(2) 3 (*+५) 0) + दर 


जहां /(५)>०0, “४(४--७-2) > 3, [वा8 ८|< न 


पुन: यदि हम &€--/», रखें तो 


(०--]) 
४0त (7) ! 


८7४(--)8| & झंए)। (277) 7($-+7) 2 
2(४--५+४--3) 8 व 0 /7(4/2) 4 | 
प्र ५) (७) . ८7 , &४४+०- ([ 2 -- -६/2 (28 (6-7)+7/%) 
प्राप्त होगा जो नवीन फल प्रतीत होता है । 
(7) अब, यदि हम ५ कल 
हक, पर हज ब्|्गर्श | प्रा: ०" हा | 
रे 4 (»४) 7 * 7/2 7, | 2४ के (9 /50) 
से प्रारम्भ करें तो फल [(4); 0. 70]; (3-3)] के बल पर 


) 9.७, 40) मकलाचलान [(3), 9. 75] 


(3-) 


(3-2) 


(3.3) 


(3 | 4) 


(3-5) 


सार्वीक्षत कोण्टोरोविच-लेबडेव परिवतत के कुछ गुण 
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|) -_ 2 5+7/2 हल 9 ७+9, #जय ) 4५, ०५) | | 
3 हम) व, 4+2८ (--2-- £ -- ०), 60, /9) 2 8, 
प्राप्त होगा । प्रमेय । में (») तथा 86) के मानों को रखने पर 
(न ः 
बा] 2 20 2 ४ 5807 (2%४) #+8, ॥8 (42) >< 
रू हि 
//+4, । (0 ०) (4५, ८५/ 
9 8727 (--#-३, ०) (2५, 8५) | 
नत्य्र(4९) “४ 6-६०/2(८-7) स । €(4५) 7० (८५, 8.) | (3-7) 
के कई 2 | / 


प्राप्त होगा यदि 06%) 5< है २(4)-0, ००0 |ट्ट ८|<:युतन 


(०) . # [| )-+]>%+नन, 49375 


; क्‍ 
8) # ( ह/) 0; # --], 
(6) ० 6 / 2 


9 [५ 
२; ९ 

(०) ००-२8; 0, 
# ॥ हि 

(४) |०४्ट ८|< ३32४, जहाँ 


ग 


| 


2... /£ 
हर धुंण< णार्नी ४» 3-० 8:0 


मर्ज 


 , ०४--/१--] रखने पर यदि 7--, ..., # तथा #-.. 


० 3 9 ऑ-फलन के विख्यात गुण 
के कारण अर्थात्‌ 


77. 72 
47५, ( | 





(45% ] क्छ बा ०] 





3*8 
(०५, )। 7 # /*|७,) 
हमें पदों को पुनः व्यस्थित करने पर निम्नांकित फल प्राप्त होता है 
(८--॥ ) नो (हे 2४+7 /6 |-[.5/ 728, 
कल आय (वर) ॥ 2, ,, (००) 6, ,, भू | मर (2५) 7 


>प्८ गदर र्या: &74%/2(6-73) (2 [ (४४ ) 
(3-9) 


कतज्ञता-ज्ञापन 


मैं, राजस्थान विश्वविद्यालय के गणित विभाग के रीडर डॉ० के० सी० शर्मा की क्ृृतज्ञ हूँ 
जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में मेरा पथ-प्रदर्शन किया । 


450 


एडेल्यी, ए०। 
वही । 
मकलाचलान, एन० डब्लू० । 


शर्मा, ओण०्पी० । 
स्‍लेटर, एल० जे० । 


विम्प, जे० । 


आशा पेंडसे 
निर्देश 
व68 6 वचाटहए७] पफक्ाई्णणय्ा5उ, भाग 7/, 


बेटसन मेनुस्क्रिप्ट प्रोजेक्ट, !954. 


तिल परफ्शाइटटा१९४९७] >प्राटध०905, भाग 7, 
बही, 953. 


+॥०त678 (07छब्वां०फडं (०८०८प!ए७४,. सैकमसिलन 
कम्पनी लिसिटेड, लन्दन, !948, 


प्रोसी ०'नेशन ०एके० साइंस (इण्डिया), 967, 37. 


(४0०7ररिप००६४ क्ज्फुट-8००णा्णो८ प्ाटध०78, 
कम्ब्रिज यूनीवर्सिटी प्र स, !960. 


प्रोसी० एडिन० सेथ० सोसा०, !964, ॥4, 
( अश्वणी 770, ) 


४[7373 ?370]5॥34 ४ 7059706[37॥ २६८7(८3 
४०. |3, ॥४०. 3, |७७५, ।970, 732०5 ।5-59 


सर्वमान्य बहुपदियों वाले कतिपय सूत्र 
एल० के० भागचन्दानी तथा पी० सो० मुनोट 
गरियत विभाग, जोधपुर विश्वविद्यालय, जोधपुर 


[ प्राप्त--फरवरी 0, 969 ] 
सारांश 


इस शोध-पत्र में जिस मुख्य फल की स्थापना करनी है वह है 
मम (4&-,29)%77(०५४--89)०,--] ७ [--(०४--/१३) 
-“(०»--/2)]/%00५४-०-१; 2५, २८-१०) ७४५५४ [०-]; ४5 ०(०४--३०)०४ . ८० 


् कह न है (4४; 24; 2) ५७४५४) (०,; ८5; ०) 


जहाँ 20(०४) 0, 22(८,) ०0 
इससे कई फलों को प्राप्त किया गया है । 
डफ्थिटां 


80796 [0४छप्रों 8९ इतर णांतए 2०गडडटनो एणचफ्छण्फ्रंगोींड.. 022 7.78, 8288 <ैगातेध्रपां 
270 ?., (४, १पा०7 70९7०2पफ्ाटाए 67 'ैदि7ट्यान25, ][047एफ एमऑएलआाए, ]०70एछफ, 


एप फंड 09270 पी ग्याए] 76४९ $0 06 €४ब)876व 5 : 
[ज, (80% 7(०४+३७%-] णफ [- (०-9) 
-(०७४+-809]/6॥0४[०-]; 89, ४(०8ब-+-/%)]/#५०४[०-॥; ४; ००*#-+-9) ०४४) 
जल है *,घ) (६५; 9५5 77% /,/8) (८, 45; ०) 


शं।टा८ट 77(०/)->0; 20/०,)-->0 


(ाए 725प$ 94ए९ 7९९7 67्वंग९व॑ 7077 70, 


52 एल० के० भागचन्दानी तथा पी० सी० मुनोट 
[. हाल ही में जैन [9, 9. 777 (.)] ने सार्वीकृृत हाइपरज्यामितीय बहुपदी को 


(०,/४) (०८,/०) | 
/ (८७; 0५; ४) रत्न, (६4५ «५०१9 40: 94, #००५ 80: ४) 


टन (0080 “772, ४ (£--१, ८-४, ८, 495 **-३ 56; (/-_]प्जा | 
न आर आम दमा हा (00005 2 न 47 0 0 
(47]) 
के रूप में पारिभाषित किया है जिसमें ४, # अनरण पूर्णाक हैं तथा ७ (४, ८) द्वारा ४ के प्राचल समह 
4४, (०८--)/£ (८--£--7)/& व्यंजित हुये हैं । 


उन्होंने निम्नांकित सूत्र [2, 9. 77-70] तथा [2, ७9. 38] भी दिए हैं 


(८, 4) (८) 2. 8 ब 
हल (४07८, (») (लागेर बहुपदी ) (-2) 
(7+& +0 , 2) 
है 2 (ईई०+३०, --26--30; --०; ») 
| ला आओ ( 
प रा 5 ( 3] (जैकोंबी बहुपदी ) *3) 
(4-74) 
(7+6+&५2) पर सी  ब क्‍ 
78] (डे 74-8०, ।78०--30, £; --०, /£; ०) 
(]-+-०--४), कि ह 
ष् (4 बल 4)» 2 है /2; ०) (7 4) 


(6,8) है हि द 
जिसमें 2, (६; 7; ०) राइस की सार्वीकृत बहुपदी है जिसे खांडकर [3, 9 57 (2.)] ने प्रचारित 


किया 
( ] 2) 


६ पिककेलाओ + आता टआ(-कव्क4 “2 २+$७, 0. (5) 
जहां $&(०, ४) को बेसेल बहुपदी* के मानक रूप में ग्रहण किया जाता है। क्राल तथा फ्रिक के संकेत4 .. 


९, (८, &) । 2%(४, ८-77, --3) 


(0५2) 


(८ #.. [29 ८-7७ ८; ]_ ु 
है (5:८६ ») गा कप 85 7 738 8 | (व; ८; ४)... मा (-6) 


सदर 


3८, औ०न-ड ८ 
4९,(०; ८; ») बेटमेन के 2,(५) में घटित होती है यदि 2८--८--॥. 
तथा 
(८५ 5) 


४ (४95 2१% *%) (८५) | ४८7(2,०7. (4५-.. 43 2४) धं। ५, ४ ६]"7)/ 
जिसमें /2(८७) ०० ३ पक का ला की 0 मे 
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यह देखा जा सकता है कि (7) से निम्नांकित फल प्राप्त किये जा सकते हैं : 


(7+ 6५ 7) 

हे (]--८--,)--४; --; ४) चचटी,.. (]--2५ (१-8) 
(+(६ ) (० (8) 

४४. पकब्न॑क-+% 6 कर) नस, (६; ॥; %) (-9) 
(८३१) 

४. (० ८+7६ --; ४)9,(०, ») (-0) 
(८५7) 

8 (4, 4न-८; 3८, कपः 4८; ४) न्‍+ २, (८; ८५ ») (*]]) 

'समाकल [6, 9. 343] 
७0 (०० १ ५ ग ५० १ ०० पर 
हे | 2 («०४--/११, ,० ५४ -/99) कद) 7] |] (५५, ०) ६५ ६०. (“8) 


से, जिसमें «, 8, «' तथा 8' ऐसे प्रनचल हैं कि 








हम रूपान्तरित समाकल 
[हिना बन 69% 4-00 % (40%... 48) 
प्राप्त करते हैं यदि #'(०४--।89, «*--/859) 5(०४ +,99)/५(८४--,89) रखें । 


(-3) से यह देखा जाता है कि द्विगुण समाकत दो सरत समाकलों के गुणनफल में रूपान्तरित 
“हो जाता है । हम इन फलों का उपयोग सर्व॑मान्य बहुपदियों वाले कतिपय समाकलों का मान निकालने के 
"लिये उपयोग में लावेगें। 


2. मुख्य फल जिसकी स्थापना करना है वह है : 


द ॥ (बन) % (०४+8०)%7 ०७फक [-(०४-+/७) -(०४+-89)] 
[८ 
ली आम 


7! 7! (१५३/८ ) (४ ./(2) 
(20४7 (20 कर. (4५% १६% ४)... (०,; 4५; ०) ५574) 


। जहाँ 4 (4५)->0, 7(८,) >0. 
4 «+, 6 


| 454 एल० के० भागचन्दानी तथा पी.० सी.० मुनोट 
इससे हम निन्‍नांकित फलों को निकालेंगे 
| ॥, व्थनाक्रिएब्जनककयाह ढक [-(व्थ+ कि) 7 (०*+०)] 


है 82 // *००३५ ८७: 3 0 58 84; (६ -+42?9) ४] 
हा 4५; 3 99 -+-३ 84; (०४--/59)०] 4.४ 49. 


प्रा । हे 
चत्कूर्िविफ ०२ 4 8353: 20) # | 7 00/07% ले 402 75४3 205] 


(2-2) 
यह धावन* द्वारा दिया गया हल ही का एक फल है (, 9 479) 

|| न्‍नीकिीशाएगब-+89)#7 ढक [-(ून-0)-(०४+#2)] 

74 मय +१,  ब[ब्श-न-0) ],29[ -हा् -० 5 7_०४--३७)] ४६७ 4० 

| (ब्लनक/तकमुब नह 9) रिट+क ढछ [--(०४+-9) -२(०*+-82)] 

(#] ०5-७9) 4७ [०० 9)] ८४ ४०. 
ँ0++#+े( ++शकक) 20/7 (।_902 ४ (७) 

(2-4) 


॥ ( (८०% -+/9977/7”( ८४-29) 0+9काः €्डछ [ मिलन (०४--/99) _ (०५ -+/829)] 
शी एम, है; | +% के शब्ब्+-ि] की [०8० हैं; ।+ंणे ब॥ रबज-न-89)] ० क. 


_॥क! 7(]--/+७-+-/)7(--0--५--%७) , १५४ ० हर] 
न+- तय क 3 2 की 2 (६; 7॥5 ) 47, (६ > १) > ०) 


(2-8) 
|] वन) रिररा(ढ'कन-80)#क्‍0्7 ढक [-(०+/9)-(०*-+६१»)] 
शी एम ये अब्धन।9)] 470 [((-४४६ ४ ००*+-89)] ४ ०). 
!%7! 7 (2-[+%) 7" 
मम 2770 6, (६ ४8% (५ ०) (26) 


..(3)#(/०)# 


*ऐसा प्रतीत होता है कि धावन के फल में कुछ त्रुटि है जिसे (2-2) के अनुसार ठीक किया जा सकता है ॥ 
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| (बढ 5/09)/77 (८ढ४+89)/#नतन छाए [--(०४+/9) -(०*+-82)] 


2४३3 [ --१६, ८; हरे डैशै न ड5 मै ४(८<--/99) | 3[--१/ 6 975५ 9/<, (45 7(८<न--/99) ] 
धं४ ६). 


या का: 4 (0 4 (८) 7. (८; ) ४), (6; (5 ०) (2-7) 


| ह ववनकरिकाएब बनकर लक [-(०४-/७)--(०४+-8»)] 


(५) 
7279[--7४ +9, ८; ८(०४--(39) [4... [7८ --99)] ८५ ४) 


४ /(०)7(] -- %-- 6 - #) (/,१) 5 
हर नमक 7, (४7०, (-%) (2-8) 


पे (०४-09) 7८४ -+-8:9)77%+% लए [--(०४--/82) - (०४--8/9)] 
0०० 
7 9[-१३ --०, 4; ८(००--,१) | 27, [--%, £; ! प9, % ४(८<--/१2)] 4४ 4). 


72! 972! 2(/०)277 -- »-- 8--/) + (?) (%,५) रा ही 
तकोतयआफा कक 00% (#क%ण०े (99) 


00, नआशेकनएटअन-89)#/0- ढक [-(«४+-७) -(०१४--89)] 
शीऔ-ख 7+% ० (ब्ब+-%)] क(-६ -5 ०(०४--8०)] ६६ #) 


8 ॥४7! 7(&) 7/ |.) _ (१) 
चतया 7 जन का पड़ हू 7 (08७०. (2१0) 


१ हर र#ममुढक-+-89) कैमरा लक [-(०+-9) -(०५४+-89)] 


[६(०४--,१9))] ५०, [--#%, £; !-|-8 ३ /<<न-/279)] ०४ 69 


77! /(] --»-+-॥४ -+7)/ (] -- 9 - #--#) _ 7 


(|--0)#% ह ! 20) मर (22028) 


(2-) 


56 


एल ० के० भागचन्दानी तया पी० सी० मुनोट 
हे बडी) 2777४ ०५ --832) फकशने ८० [--(०४--/99) --(०४-+-85) ] 
(१) हर 
4, [4(८४--99) ] 770[--॥४ णण$ («>्न-/879)7] धंड 49 


__ 8 7"([--%- का 0) (22), 


३ ि (०४नी।क) 2०7 ०५%-+-३३७) ना ७फ [--(०४--/७) -- (०४--89)] 
(१) 
2५ (०%--१))] ,7९,[--७, 6; 38, ई०+ है, 9 ०(०८४न-9०)] ४६४ ७. 


! हा 7! (१/५ ) 
नम नि ईप० 2 (_ 902,6; 8 ० (2०3) 


|, (लनकिरितलणक+ 89) केकन लक [-(०+#) -(७:४485)॥ 
शक [ है; 7+% के शब्ड+-%9)] +70 [--७; -; ००७४+-80)] ४४ #), 


2! 8४! / (]--%/--/४--7) 2 (5) 3 )) 0 
तय्क्रश 7 आर 








हि (्त-/9)7 77०५-89) छा ७ [--(०४-+-३) --(०४+-89)] 


2४ [7749 ६; -:% % ४(०४--/१))] ४7१, [--#, 8; 480, $0-+३9 $ ०(८४--७७)] 


4 40.. 
४ 2४ 7 (0)7"]-2/--/४--१%) हि गे पी 
( ] -+%)॥ (€ 9 ४) 7६ ०) (2 6) 


५, (ब४+किरेकल (व ऊ--89)//७- छाफ [-- (०४५ $) 222 


70-7४ -3 ४(०४+-/१)] ५४१, [--%, 5; 4/५ ई/८- ३३ /५८ ०(०४--/82)] 6» 60. 


| 7! 4 (0): (:) %,() ४).९,, (6 (5 ०) (2*] 7) 


सर्वेमान्य बहुपदियों वाले कतिपय सूत्र 57 


५0५ टिनाकरोंशयता॥व (०क+- 89)/0%+0० छकक [--(०४+७)-(०५व-४७)] 
2५ [-78 --%--9--४8; -+- »न+-३39, --»; ६(०४--,9)) ] 
2५ [--%8७ --/9-+-०-+#8 ! +- 2यीडु०, -+-/3 7((०४--१9)] ८ ४) 


४ 2४! 7"(]-[.2.,-- 20) / (-- 80-2०) छँ ) 
(7 नी9)४( --०) 


(9,०) 
([--202,'  (-2) (2-8) 
|  प (०४ --(89)7/27+7/26 (० &न-/99)7/20+7/20 ः्ड्छ | (०&--/99) कक (०“»--,92)] 

ऑ 8 [7७  न/गा+७ है +9 +39-+9 # ४(०४--७)] 


८३ [ह॥ 4-/नीएण्ज॑-॥ है; 4-9 --39-+-3०, # («2-97 ८४-४८) 


72 #72! 4 (- 2-30) 7(]--3 ०-२०) (३३०) । (०,०) रा 
बात आम 2) 
(2:9) 


| किन लए बन-89)70%-/ लए [-(००१-७) - कली) 


शी। [सह मैन॑-सय इसेन-३3 ६(०्४-+-/%)] 77, [--%, ॥--४; ३/:-- २; ०(८४--/१9)] 
धं 4) 


४ काश 7(30+807३४--३) / 


(2)॥(॥०)+॥ हर ४)##(/४9 ०) 283, 


हे (०४-09) (०५--8७)*-7 ७ [-(०४+७७)-(०४+-/8%)| 
श [--# >े+-१४ 3) ३)2-+-३, 2४ (०४-३9) ] 
23 [72 #-जठ ई।9 ई/०नी ३३ ।5 ०० --89)] ८५४ ०». 


गंध 7०2) | . , कह (0० 5. 
(१)%(॥५)#% ५(८ ); 4)“, (6; /८; ०) (2:2[) 





3. (2-3) की उपपत्ति 
यदि फल (:]3) में हम 


्ब्+ +(ब्ब+-क)कुन लक [-(बन-+&) 2 (५, 8; »००+-%)] 


[58 एल ०, के ० भागचन्दानी तथा पी० सी० मुनोट 


न्‍ँ गो जे 4 | / ( (०,६७9) ह न्‍ँ 
उभ्रष्यनी 905० +-89)%7 ०फ [-(«#न8/,, [०-3 ४; ०(०४--82) ] 
लें तो इससे (2.) के बाई ओर का अंश प्राप्त होता है जो (-7) के कारण 
[/० (2५५/८१) 
कः 4%7 ठक (2). कफ “कक बयें | ८४ 


/" (5 ( 959) हे १ ् 
| #बुन्य ढक (-2) 04 (॥- ४५ ०४) ४० 
0 


ए ्र्न्क १86, (2३८) (/४५ ८०) 
पक । कि | 22 [4५: 0५5 ४ 6 [6.3 4५ | 


के बराबर है। इससे (2-) सिद्ध हो जाता है। 
जब हम (०) में ७८ [४ 5८7 ५ 64 न, 5-2, 255१; ६्‌ 5८४5५ | २२6८७ 5६४५ 5२५५ उ है| 


। 4४०००(75०१, 2, ..., #7) तथा 8/-४॥;(४-१, 2, ..., 6) रखते हैं तो यह (2) में 
घटित होता है। 


040 80 में / 5८ --%, ्ध््् [ न 9, 6-२४, 5८! , (5८६ -८7 नम बने हि कलर 22% 69 63 न+ 48550 रखने 
पर (2-3) की प्राप्ति होती है । ' 


(0) में / 557 -+-%, 6-८६, >>,  । 04, अल ल्व्य 4 / दैखक "0 64 75१ -+-% न (४75७ 
५ 5। --0+-०+% रखने से (2-4) की प्राप्ति होती है । 


(2:]) में ॥--] -- », /८5---9, #, +#, --], / २7-८०, 4-८४, ८] 5ह६ैं, ८8757] --१/-+-/०-7४ 
697८१५ ४८८६ ८५८८ --9--»--%, ८ 55०२” रखने से (2-5) की प्राप्ति होती है । 


(2*] ) में 6, ८८५ ++ ] 9 0 के न ५ (85588655<0) ५ ४ 4५ उ+ैरन॑-72५ ८, ८5-५५ 629 5८ [४ नी7ग रखने से 
(2:6) की प्राप्ति होती है । 


(2']) में &/-#५ ++], / २7८८0, (5४--०, 4] चत4, 4३ चल्‍-लेनी73 4559, ८४75-१४ 8] +० है 
8५55३ )१-- ३, ८, 5-३ /४५ ८४,5-३/८--३ रखते से (27) की प्राप्ति होती है । 


(2:]) में ॥0--]--०, /«४5८८] --%  ्ू 0६, [565२], ८4550,5-०, 7-5] तंथा ८४८---% 
+090--% रखने से (2-8) को प्राप्ति होती है । 


इसी प्रकार प्रचलों को निश्चित मान प्रदान करके (2-9) से लेकर (2:20) तक की प्राप्ति की 
जा सकती है । द 


>> 


घावन, जी० के० । 


जन, आर० एन । 


खंडकर, पी० आर० । 


क्राल, एच० तथा फ़िक । 
रेनविले, ई० डी० । 
विलियमसन, बी ० । 
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खयगणबारड रिएरांल िग्ाव्यबाटं [907, 49 
77-84. 


प्रोसी० नेश०" एके० साइंस (इंडिया), !964, 
3448, 497-62. 


ट्राजे० अमे० सेथ० सोसा०, 7949, 65, 00-5. 
5फ7€टांग #पए४८007$, न्यूयाक ]9060. 


ख0. टीलाल्ापप7/ए. पफटब॑डट.. ठक. गशाल्टुएथं 
(79८पएाॉप5४, 4955,. 


४१]73773 7 97 59 ५ 
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४][0373 ?375॥3 0 /]॥053॥ 6]3॥ ?93६॥7[८8 
१०] 3, [३० 4, (00८८०967/ |970, ?०४०६ 6-68 


पस-फलन तथा सहचारोी लेगेण्ड़ फलनों हे ' सम्बन्धित कतिपय फल 
रोशन लाल तक्षक 
गरियत विभाग, शिक्षणविद्यालय, कुरुक्षेत्र 


[ प्राप्त--नवम्बर 7, 969 ] 


सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में #-फलन सम्बन्धी एक समाकल का मान ज्ञात करते हुये इसका उपयोग 
लेगेण्डू फलनों से सम्बन्धित ः7-फलन के लिए दो प्रसार-सूत्रों की स्थापना की गई है। हमने माइजर के 
6-फलन तथा मैक्रोबर्ट के &-फलन के लिए कुछ प्रसार भी प्राप्त किया है । 


+355६४20 ६ 


50928 #९5फप्र5 खारणेत्रंआड. #०जोड म-फण्िटफएीा बात 2550०ट9६९८०त ॥,९४९००००९ 


शि्रटॉ०्शा5ड, 29 7. 7.. ॥ब्च्बोर, ॥220028707670 ० ६70 ०या405, (0686 ० ४07८४४०४७, 
ुप्ापॉर87९0:8. 


[एम पं53 एथुएलक छा ह०एट €फब्ॉपकांटतवे बएण खराह्छुएओं गगए0एसंग्रइ ?055. आ-फिलांतत 
गपणपे 27ए079०१ १६ ६0 ६४०॥59 एस० €छएथ्ागडं00 0फ्रापी६९८ 60776 [उर्फ प्रएठएंगछ 


[,८ए्ाकाट फिलप०णा5ड,.. ऐड #28ए९८ 250 (6€।प८९वें 80776 €ऋएबागडइ675 60% (४ ९ॉ]९ए 06-फिलांत्त 
4704 (७०००४ ९४- 8 :१-पिए्रट707, 


4. विषय प्रवेश: फाक्स के 7-फलन सम्बन्धी एक समाकल का मान ज्ञात करने के बाद इसका 
उपयोग लेगेण्डू फलनों से सम्बन्धित #४-फलन के लिये दो प्रसार-सूत्रों की स्थापना करना इस शोध पत्र का 
मुख्य उद्देश्य है। विशिष्ट दशाओं के रूप में माइजर के 6इफ़लन तथा मेक्रोबर्ट के ऋब्फकलन के लिये 
कतिपय प्रसार-सूत्र भी प्राप्त किये गये हैं । 


उपपत्ति के लिये निम्नांकित सूत्रों की आवश्यकता होगी :-- 


(०) फाक्स [6, 9. 408] द्वारा प्रचारित म-फलन को निम्तांकित प्रकार से प्रदर्शित एवं 
पारिमाषित किया गया है :--- 
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(6१५ ८१)५ ७०० के (4/५ | 
(83 4)3 ***३ (2६9 4) 





कर ५ 7: 


7 70-07 7(-०+००)४ 
मम न्न्य 


है 2 
8 7(0--60/--75:) 22 (४-०४) 
ज्च्चा 


जिसमें रिक्त गुशनफल को , 0<:%<4, 0<४<:# के रूप में विवेचित किया जावेगा; सभी ८ तथा # 
धनात्मक हैं; 2. बार्नीज-कोटि का ऐसा कंटूर है कि 7(6;--/5), /5-१, 2, .... % के पोल कंटूर के 
दाहिनी श्लोर तथा 2(--«०+०४), /55, , .... » के पोल कंटूर के बाई ओर अवस्थित हों । 


ब्राकसमा [3, 9. 278] के अनुसार 





7//78। (6 6 ) 
७4 ६ (92 ? | >> |, हद € १ 
जहाँ ठ :-<7 /]&0 तथा ४चच्शा ८ ( ) (455३ ५४८५ 72) 5 द 
7०07 | (459 ८५) है >> 
कर... आन कि नशा वर कह कर 
5ः 2 07 हम डा « 55४7-०0 
हि हा 8€/-५: «<& ट८र्न- ४ +, &< चड कट 
. जहाँ मय 8 5 अत 


| «8 ८ |<$-#. थ 
तथा स्स्मिप्वर 2 ( (22%, $ »४5&55/2) 


आगे संक्षेपणण की दृष्टि से (७, ०) के द्वारा (०,, ०)» 3 (4७५ %) भ्ाचलों के समूह को प्रदर्शित 
किया जावेगा । ' 
(9) समाकल 


(--#0७/४]+-#फो (७) ८; 


(--])7/28897, 7(छन-४न-]) 7४ + 2-0 (7:2 
777 » ८ (॥-आर्ज-4) - | (#नाशरन-॥न-2) 4 (/-+-२#४-- २ न3) :<) 


जिसमें % धन पर्णाक है तथा #>> --#४--] 
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(०) लेगेण्डू फलनों के लाम्बिकता गुर [4, 9. 279] 


| "(22९ (+) व५ /2 (++£४) (-8) 
2 (7४४--%४)! 
०/--] (४४--928) | (८८47१) 
तथा 
यु ड़ 0८ दि 
| 0-#)-7% 002५ (0०% -0, (+>क).. (-4) 
! 
_ न» / 


8 (8४-22) 
2,  समाकल : जिस समाकल को स्थापित करना है वह है 


| (--&0)//भ ++ कफ (जम, ५ | (--2)5 | (2 2] ५ 


(045 /५) 





(2*4) 


जलन 
अन्‍नननन+-+ 


न मा टिक 
[(/--/-+-7) की (0५3 /4): 


(-7/-४५ 9); (०४, ४») 
(-“7४-7/८-7%-79 0); (--#-/४-+-४ 9 | 


जिसमें 8 घन संख्या है और 


? 7? 
आ 20552 000 2 8 क पे. हलक 2) /552:0 
उन है है। /चक्‍्याकए जताई जानी ये 


| ०78 ८ |<4/28*क, 78 (#--9०/7)-2--/४-- 73 (४5-॥, .... ४0) 


उपपत्ति--समाकल्य में 2-फलन को मेलिन वार्नीज प्रकार का समाकल (-) मानते हुये, 


समाकलन के क्रम को बदलते हुये, क्योंकि प्रक्रम में निहित समाकल परम अभिसारी है, हमें निम्नांकित की 
प्राप्ति होगी : 


मी छ् 
7 7९8/-.) [7 7(-क्ष+॑क्गे2 
7 ॥ नव श रह 
ग ॥॒ आल मील म कल 35 20 नल जार बे (-२)//(+शतरा) 2, (७) . ०४. ०५ 
ए 7(-8-४) उ। 7(०- थे 


हैं 07 // 2 





अब (-2) की सहायता से आनन्‍्तरिक-समाकल का मान ज्ञात करने पर हमें 
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7 7((0/--79) 27 7(--०,-+-०;७) 
(06 शा (धतण्का) का | है। 
(4 (२/-॥/०-+-१ ) टैगः 





॥/ 7(]--8,-7:9) 72 7(४॥-०४) 


>च्याह न 


7४-७७ -- ) 7४ --७9-+- ७ +-  )2% 25 
कछड छत %ऋर+३+ 9 7 क-+509-४-१७+ ) 


(!-) के सम्प्रयोग से समाकल सत्यापित हो जाता है । 


3. प्रसार सूत्र: निम्नलिखित प्रसार सूत्र प्राप्त होने हैं :-- 











] -. ८0) /५/४/] .. :८)£ हा हे (& ] ७) ० (6 ४/) । 
(--४7)/४5 | -- ४) 7,4 (--») (20:25) 
2/6/५( “-+4)/ 2077-+-थ ( ०) 
जता 2 (शक) कक [2 
पं हल (27 -- ) 75.9, 4+ (४०, /.) 
( ६ (४2 ०) (4/5 ४] (/८) 
(--०-/४-८१ ८-१५ 9); (--॥-॥/४/१५ 0) 
(८५७५ %) |] पक 
77 ,74 4+., ८ 
-..22)//2+%7 (] -.७)6 7, [८ +-»)0 |»! 2 । 
( ) हि ि ) 754 (६ नि ) (24५ ६) 
2.7॥। “-£, 0 > 
दि 5 (-- )7/2 , 2घिहनाओं पर बह 98 ( ) 
(&-)! (4994 +-2 
ग (0५9 ५4) 
(“7-73 0); (५७, 2] ५ 
(-+-/-३-४ »; (-#-१+७ ०)| “२ ४४ 
। (3"2) 
जहाँ $ धनात्मक संख्या है तथा 
० €४-- 22 //<0 2 ४7 ४ थरनी ४ 7 < (58>0 
है ह। चयन है च्याए+3 
| 6782 | < | "+धिता, ह 
/७ [&--98॥/7] >> --॥४-+ (#577, .... १०); -74<&४<]; (/८ल्‍८, 2, ...) 
उपपत्ति -- (3:]) को सिद्ध करने के लिए, माना कि 
५० _ १2 ञ 9 
[0 50- हा +2 ६8, [ा+ 07 | ४7४] (33) 





पे 88 छः (४) 
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समीकरण (3-3) विहित है क्योंकि /(४) सतत है और विवृत अन्तराल (--, ।) में प्रतिबद्ध 
हे ० खाक लक ४४ बिक लक बा ब्प् बह ०, 
चरण वाला है। (3-3) में दोनों ओर “+ (७) से गुणा करने पर तथा » के सापेक्ष --] से ! के बीच 
समाकलित करने पर हमें 


(८५५ ८2/) | 


न ॥4/ 77757 
__ ७2९ [(./2 20) 72 ' 
गे ([--%&7)//2(] +-४)*2, (७) 77५ ५ 8 न») 52.५) 





00 | क (, 
जज की हि | () # (») 4.४ 


7न्त्0 
प्राप्त होगा । अब (2') तथा (-3) का उपयोग करने पर 
__ 7 )//20/(2/-7) (४7 (79 0) 
हे रा ्ः 7 ५+2,4+2 | ह । (043 धर) 5 


(--६-- |८५ 0)3 (०#५ ९] 
(-/--/४--%१- ५ 0); (-/-/«+-% ०0) 


(3-4, 
(3-9) तथा (3-4) से सूत्र (3-) की प्राप्ति होगी । 
(3-2) को सिद्ध करने के लिए, माना कि 
मा दल ६पा 8 | (4/#: 4५) ; 
/ 0 5(-#)//7 0 +०६ में, ५ [८+२* | (४४ /£| (3-5) 


न 0, (0. (लीड). 


29-50 


कक, के नो ४ विका निक 50... पा. 5. 
(3-5) में दोनों ओर (]--%2)-2 . 2, (४) से गुणा करने पर तथा & के सापेक्ष --! से 4 के बीच 
समाकलित करने पर 





| ॥ ( ] --<*) (//4 [ मा »४) ४ (&) छं (८ ( । मा मर हे । | 


या 


7 (८ 
3 की (4--४7)77/., (४) 2... (४) ८४ 
7750 * 

(2-]) तथा (-4) की सहायता से हमें 


(0, -- (-- )//22/न0+7 | | ,गपा+* 2.2० (--*, 0); (--/-॥/४, 9); 
/.. ७--)! ४0 4३ | (8५, /9)3 (76/८-79- 5 ०); 


(4५, ८/) 6 
(--/४न-9 2 | ऐ क्‍ 


प्रब सूत्र (3-2) को (3-5) तथा (3-6) से प्राप्त किया जाता है । 


]66 रोशन लाल तक्षक 


4. विशिष्ट दशायें: प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा /-फलन को माइजर के 6-फलन, मेकराबर्ट 
के #-फलन तथा अन्य उच्च अबीजीय फलनों [5, 9 25-222] में परिणत किया जा सकता हैं। 
फलत: ये परिणाम व्यापक प्रकृति के हैं और इसी लिये कई रोचक दशाओं को अन्‍्तविष्ट कर लेते हैं । 
फिर भी कुछ रोचक विशिष्ट दशायें नीचे दी जा रही हैं । 


(3-)) तथा (3-2) में 0 को घनपूर्णाक मानने, ८ ७;१5] (4 ौ], ... ४; |, -»७ 9) के 


बराबर रखने तथा सूत्र 


पे | 
के प्रयोग करने और (-:]) की सहायता! से [5, 9. 4, ()] तथा [5, 9. 207, (7)] सरल करने पर 
हमें निम्तांकित परिणाम प्राप्त होंगे जिन्हे हाल ही में बाजपेयीः ने प्राप्त किये 


(6]9 2 33 (४४, | 0 | ८7५ :*०*७ 5 *“ 
05270 5 कल  छक  ।08 30500 





72.7 
(] -- «2 ४४१ (] --.४)* 0, । (] --:४) 8] 











9/+/५( - है. //2 7037+2 0 ८५ (0, --#)$ 
एएाक्चास्म 7 (४77) ०७७३३०,३+३० | 8५, 
८५ (0 “/--/«) 6/ | 
0 (8, -#-॥-7-7), 0 (0, “-#-न३)। “7 ४22 
(4"]) 
तथा 
([--0/#/#7] 0४ 6 [#(+>): | 
50 (--)/22//+7 77,77+ 20 । ८3 (9, -£) ) 
रकम /अवनलिलभक ५ पक ५ हि ०2. 
किक (# -- ]) | 874 /+ 0,4+20 | 8५ 
2 (6, -“7#--?); ८७ [2 (2) 
/ (0, --#+--१--१-१); ४४ (9, -“४-7+9»)4 2 ४? 
(42) 
से & सके श् २२ ८. 4न॑-म9 ६--४2 ८--0-- ! 
जिसमें 8 धन पूर्णाक है, संकेत / (9, ५) से प्राचलों का समूह 65 'द्वा? ह्वा/ज & सफक्‍त 


होता है तथा 2(%--४) >>/#+- 4, 


““-फलन तथा सहचारी लेगेण्ड फलनों से सम्बन्धित कतिपय फल 467 
| धा& ८ [६ (॥४--॥--३/१-३4) |, - -<»<<, 


08 (#--98)) >> --/४-! (7-3, 2, ..., %) . 


34) तथा (3-9) में सर्वंसमिका 
77.77 (6 € ) | /2/6 
४४४४ - 
7५, | का (8५, 4) स्ल 2 [5 


के प्रयोग करने से तथा #, %, 6, # को क्रमशः 4, /, /--, 4 द्वारा प्रतिस्थापित करने पर और प्राचलों 
को उपयुक्त रूप से रखने पर कि सूत्र 


( । --009 «4५9) ] 
( | -- ८/% हे ८/॥ ) 








प्र | है (, हा बे हा पर [१ : | 


24 ५४५ 4) ५ 
तो हमें 
४ _& 
५ 
26+(४ (-- |)//5 ७ प्र 4५; /3 (0, £-74); /५ (9, £न-/४+- ) : &27% 6 
घ्फर 6/0+% रे (2/ -+- ) > ॥ या ($, “न-/--१--2; / (8, |। न हू (७), 
(4-3) 
तथा 
5 0 
(! --&*) /4+3 (] +&)* है | * ढ्ट न») | 
७ (--)/2/लिकका 4 4५; /५ (9, #--); /& (9, --#--7) : ८2-०७ न्‍ 
न कगक्रण 5 | ]०५ ७), 
इक 2 (84: /५ (3, £--/-#-+-2); /& (७, -+-#--»--9) 
(4-4) 


प्राप्त होगा जहाँ घन पूरा संख्या है, 
--02>2--/४--, /#>>4र्न-!, 8 6720 (7--, ..., #--!), 


6 (9/--4:) >>20 (2 3 *००७ 4); । धा8 ८ [< था; -“4<४<. 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० एस० डी० बाजपेयी का आमारी है जिन्होंने इस शोध पत्र की तैयारी में मार्गदर्शन 
किया ॥ 
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निर्देश 


बाजपेयी, एस० डी०। जनें० मेंथ० फिजि० साइं०, (969 ) प्रेस में 


भोंसले, बी ० आर० तथा वर्मा, सी०बी० एल० । बुले० कलकत्ता सेंथ० सोसा०, 7956, 48 
(2), 03-08, 


ब्राक्समा, बी० एल० जे० । कम्पोस० सेथ०, 963, 5, 239-34] , 
एडल्यी, ए० । 2 प्वा0०8 0 706878 73785707775, भाग 


2, सेकग्राहिल, न्यूयार्क 7956, 
वही । छलाशा<त ।'7782९4८गा वो कप7८४घ४४००६, भाग ] 
मेकग्रा हिल, न्यूयार्क, (953. 


फाक्स, सी० | ट्रांजं० अमे० सेथ० सोसा०, 967, 98 
395-428, 


४ [7]3973 ?375॥#36 /#&॥0७5370॥37 ?3:/7[[८8 
४०]. 3, 40. 4, 0020006/ 970, 798०5 |69-[73 


लाम्बिक श्रेणियों के आयलर साध्य पर 
अशोक रामचन्द्र सप्रे 
राजकोय उच्चतर माध्यमिक विद्यालय, भाबुआ 


[ प्राप्त--जून 2, 970 | 
सरांश 


इस शोध पत्र में लाम्बिक श्रेरिययों के आयलर माध्य के उपानुक्रम के अभिसरण पर दो प्रमेय सिद्ध 
किये गये हैं । 


3954772 ८६ 


(09 रिच्चोट७ खाध्थत5 ० ०४#पी.ठश2०ण्नों ड०णाडड, 89 5500: रिव7 (०7072 8207८, 
(00एटापाल्या नाशीलए 56०07रप87०४ (४८0१८26, 7००7४. 


[7 कांड 9थुए०० एए० (76076705 00 (॥९ ८00ए/2८०८९ ० 5परॉ8८तुपटा८65 0 :परक 7८75 
री ठ0%768०04] इल्पंटड 2ए८ 96६7 970ए८ऐ. 


4., माना ($&,(४)) (४४5८०, 4, 2, ...) 
[७, /] में एक प्रसामान्य लाम्बिक फलन निकाय है, अर्थात्‌ 


जि 0 जिब श्फ्ा॥ 
] (2 (&) कै; (&) धं।८ व < 
के ] (जब #४5-४. 
इस अध्ययन में हम ऐसी लाम्बिक श्रेणी 
क्र ८0 $, (2) ("-) 
४ !ल्‍०0 
लेंगे जिसमें 
3 दथा<< ०0 हो। क्‍ (4*2) 


7750 


>> जाया 


इस श्रेणी को #वें संकल ,५, (), हवें. (८, )) माध्य ०५(४) तथा ैवें (£. ।) माध्य +५(») को हम 


निम्न समीकरणों से परिभाषित करते हैं :-- 
87९2 


70 ग्रशोक रामचन्द्र सप्र 


!! 
है 0 आय हो 4॥॥: (४) (4*3) 
" | /7 ५ 
०, (५४) पड ॥ सा +9;. (४४) ( | 4) 
_ हर ही कह 
47%) हक ६४४) (*5) 


आकृतिक संख्याओं के एक झनुक्रम (7) को प्रतिबन्ध (४) सच्तृष्ट करता हुआ कहा जाता है यदि 


व | 5 
० भा 5८० तथा & , 50 ( ] हा, ( *6) 


मी 0 #॥ 
इसके साथ ही अनुक्रम (»,) यदि 


0)-- 

5 कं 2: 47>] (॥ 7) 

77, 
प्रतिवन्‍्ध को सन्‍्तुष्ट करता है तो उसे प्लुति अनुक्रम कहा जाता है । यह सरलता से देखा जा सकता है 
कि एक प्लुति अनुक्रम प्रतिवन्‍्ध (४.) सन्तुष्ट करने वाला होता है जबकि इसका विलोम सत्य नहीं है । 
(देखिये बारी? परिचयात्मक सामग्री, 9. 8) 


2. इस पत्न में हम आयलर माध्य के उपानक्रम के अभिसरण पर दो प्रमेय सिद्ध करेंगे। इसी 
प्रकार की संगत समस्या का (८.]) माध्यों के लिये कोलोमोगोराफ ने तथा रीक माध्यों के लिये 
जिगमण्ड ने* विस्तृत अध्ययन किया हैं। लाम्बिक श्रेणियों की आयलर संकलनीयता का विबेचन' जे० 
मेडर/, * तथा ओ० भिभा" ने किया है । 


3. प्रमेय ॥]:-- यदि हा 4*,,<< ०० हो 
लि 


७ ० ०५० रे 

तथा सूचक श्रनुक्रम (०,) जिसमें जा >:47] प्रतिबन्ध सन्‍्तुष्ट होता हो तो [७, ४] में प्रायः सवंत्र 
७५% (४ -- 77%) 50,.(]) होगा । 

उपपत्ति :-- हम लिख सकते हैं कि 


रे [99% -> 4४% (४) | &६ से [$५/&(०) -- ००६(४) | -- हह [०078(४४) “+ 79%: ] | 


लाम्बिक श्रेणियों के आयलर माध्य पर 7] 
दक्षिण पक्ष के प्रथम श्रेणी का अभिसरण कोलमोंगोराफ* ने सिद्ध किया है (अथवा देखिये अलेक्सीट? 
प्रमेय 2. 7. । 9. 8) अ्रतः द्वितीय श्रेणी का अभिसरण दिखाना पर्याप्त है । 
यह [देखिये मेडर 9. 42 | सिद्ध किया जा चुका है कि : 


4 
|५ (0-१ ०४८ 78 (] 22% (4 एक परम स्थिरांक है । 


उपयुक्त सूत्र में » के स्थान पर », रखने के बाद हम लिख सकते हैं : 





०0. (४ 50 
रे 6 [क()-+ ऋतिक री 5 अकाधडज है कदय, 0 -5.. (3) 


४ का एन्जय एज छा 


507 आर हे 
च्ु दी . य। न्ज्खी  4.< ०0 
दि क्ालन्0 स्च्चि 


अतः लीवी के प्रमेयानुसार (देखिये अलेक्सीटः 9. ]) श्रेणी >[[०:»(४)--०५ (४)]* का [५, ४] में 
प्रायः सर्वत्र अभिसरण सिद्ध होता है जिससे हम 2[8,,,(0)->»%()]* के [०, /] में प्रायः सर्व 
अभिसरण का निष्कर्ष निकाल सकते हैं । अर्थात्‌ हम लिख सकते हैं 
(४) 7: गा (४) त्9०() 
[५, ४] में प्रायः सर्वत्र । 


द्वितीय प्रमेय में हम दर्शाना चाहते हैं कि प्रमेय एक में अनुक्रम (»,) पर लगाया गया प्रतिबन्ध और शिथिल 
किया जा सकता है । 


प्रमेय 2 :-- यदि 2०%,<: ०० हो तथा सूचक अनुक्रम (»,) (7.) प्रतिवन्ध सन्तृष्ट करता हो तो 
[०, ?] में प्रायः सवंत्र ,9,,,,(४)-- 7१% (४) ₹₹०५(।) होगा । 
हि 
उपपत्ति :- प्‌व की तरह लिखा जा सकता है कि: 


ञ [5५% (७४) “7 7४६४) | <£ 2) [59%(४४) “7०४४ (४०) ]5-- 2 [०७४ ५7 27% 5) |“ 


दक्षिण पक्ष के प्रथम श्रेणी के प्रमेय की ग्राह्म परिकल्पना के आधार पर लेखक ने अभिसरणा सिद्ध किय! 
है (देखिये सप्रे”) अत: द्वितीय श्रेणी का अभिसरण दिखाना पर्याप्त है । 


(3-) से हम लिख सकते हैं ; 


हि [०४ (४४) आए 73 ४४) ]* दं<< 4 # कप 2) (दर 


्च्न्य लय वी न्म्ज्ज 


[72 द गशोक रामचन्द्र सप्रे 


हम उपयुक्‍त श्रेणी का अभिसरण उसका /£ पदों तक संकल ज्ञात करके दिखाओेंगें : 


है 


/ ] 7 
्ड 


2 >ऋ.९र्थ &65 नूतन जा 


हल्यों 3, ७]. 


5 रह ] 
लव, द्र वॉ।-- --- गी 


| कु 9 ६ 
हा ] 
सू 22 65. 2 “बु+- दर ४5६ ८ “उर्जा  «ँ 8755 “बा 
| से व. स्लफबवूकओ म्च्ड न 2 । 2.8 
3 
अनुक्रम (०५) (7.) प्रतिबन्ध सन्तुष्ट करता है, अनुक्रम &#7) भी (+) प्रतिबन्ध सन्‍्तुष्ट करेगा। 


(देखिये बारीः 9. 8) 
हज 2 





हे !; 
श्र्थात्‌ कि जडि॑ाइठ 3 7ज ३३ ००० 
गे लि छा इज 
श। |... 78 (' ए() (' 
है 3 देर ा ० 4 
ग्रतः 5 2 पक: के #०), . | 2गी, के. वा; . 7एडत--  £ 65055 5 
क्न्त्जे 79, दि श्र (-- ४१ | 7/2 की मा न है 7 ह॥ 


| 7९/? 
ब्( | कर बानी आे वाए+- नयी ०५ | 


क्ल्कियु इक 
ँम्णो, 
भ्रत: | [नह - रण कक <०० 
# 48 


लिवी के प्रमेयानुसार दि [०१४(४) “ : 77%(5).]< ०० 
इस पर से 2[.%,,(:0) -०७(०)]_ श्रेणी का अभिसररण सिछध होता है जिससे हमारा निष्कर्ष सरलता 
से निकलता है । जि 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
मैं डॉँ० सी० एम० पटेल का मार्ग दर्शन हेतु आमभारी हूँ । 
निर्देश 


(:८ाए०९काट्ट  ?707०थऋ$3 ० (0 ए7एफ्ठ8णा। 
5८7/7०४. पर्गमान प्रेस, 967 


. अलेक्सीट, जी० । 


ह फ्टब086 00 "फॉ2शणग८प ८०7 5०५९४ पगेमान 
प्रेस, 4963. 


2. बारी,एन० के० । 


लाम्बिक श्रेणियों के आयलर माध्य पर 73 


कोलमोगोराफ, ए०। फण्डामेन्टा मैथ०, [923, 5, 96-97. 

मेडर, जे ० । 5377 %[6३ ?0०%5ऋॉलं रगवल्याबधटां, 4958, 
छ, 435-48. 

मेडर, जे ० । छिप 3८2०, ?0400, 8८८, 8०7. 80. १./४६॥. 
23537, जिट, 4939, 7, 389. 

पटेल, सी० एम०। मेथमेटिक वेस्निक, 968, 5, (20) 28-20 

सप्रे, अ० रा० । मेथमेटिक्स स्टूडेन्ट (प्रकाशनाधीन ) 

त्सिंगमण्ड, ए० । छेपालाफक वंकाध्ए, ैटब50720 कफर्वांइट 8७. 
7.८६६८०८४ ((778९८०00७30८८8) $6768 ७, 927, 
20903-3086 

मिमरा, ओ० रा० । डाकलेडी अकादमी नाउक, एस० एस० एस० 


आर० [962, 43, 23/-व279 


/[]373 ?875॥93व4 /#॥७४५३॥037] २9४7 |८3 
४०. 3, ॥६०. 4, 00८:८0067 4970, 738९६ 75-480 


श्वेत वामन किस्म के तारों में संघनित द्रव्य के सम्बन्ध में 
आर० एस० गुप्ता तथा जे० पीं० शर्मा 
गरियगत विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[ प्राप्त--सितम्बर 2, 3970 | 


सारांश 


प्रस्तुत शोघपत्र में एक संघनित तारे के लिये (एक समान घनत्व वाले गोले के सापेक्ष ) परम शून्य 
पर प्रति इकाई झ्रायतन में सम्पूर्ण गतिज ऊर्जा, आन्तरिक ऊर्जा तथा इलेक्ट्रॉनों की सम्पूर्ण ऊर्जा (लघु 
इलेक्ट्रॉनीय संकेन्द्रण के लिये) के व्यंजक दिये गये हैं। ' 


3955६720६ 


(09 3 ए०्मवेंट्यड०रलें डाउ०-. 29 7. 5. 5णए७ व्यू ह॒. 9. 88907774, 4)22[0#7070076 ०६ 
"[०९27098003, एिजाएटशाए एी की 22व., 


[8 फंड एथए०ए €ाए7६88075 607 ४76 पदों स्टार स्ाटाएुए 0०० पाये: एणपा7८ट, (॥6 
सरांल्काबों रालहुए बागते वर पतंग शाता8ए ०6 ९६९ए०78 ((067 ध्यान] €६€८7077९ (८.९९7 
(ब्वा079) # बा280प्रांट 2९0 07 2 ल०्मवेंटाएलते ॥47 (207689०7तीग्र॒ ६० 8 ञएत्द्वाठ ए पर्मेठिफा 


वक्कआ(ए) ॥2ए९ 726९7 8!ए८7. 


भमिका : आपेक्षिकता संहति परिवर्तन की उपेक्षा करने पर एक समान घनत्व वाल गाल के 
सापेक्ष एक आदर्श तारे के इलेक्ट्रॉनों की सम्पूर्ण गतिज ऊर्जा निम्न व्यंजक' द्वारा प्राप्त होती है 





3 / 3 १2४ #थ४१ 
4:५-7४७४६ २२११० कि ) हे स (]) 
5 3 /3 ,3/8 ॥5/2/९8 क्‍ 
जहां द ड ्त्ज ला (2) 
तथा ४--आदरश्श तारे का आयन, 


॥78 ८-+ इलेक्ट्रॉन की संहति, 
#>-प्रति इकाई आयतन में इलेक्ट्रॉनों को संख्या 


]76 आर० एस्० गुप्ता तथा जे० पी० शर्मा 


सूर्य की संहति के लगभग आधे संहति वाले (श्र्थात 0/--)/४,) तारों के लिये, जिनके संकेन्द्रण 
४ बहुत अधिक नहीं हैं, (जैसा कि एण्डससन द्वारा दिखाया गया है) संबंध (! ) मान्य गरता हैं । अधिक 
संकेद्रण के लिये आपेक्षिकता प्रभाव को भी ध्यान में रखना है । अतः फर्मी-डिराक 


सांख्यिकी के अन्तर्गत इलेक्ट्रॉनों को गैस मानते हुये स्टोनर ने अपने परिणामों को निम्नांकित परिवर्तित 
रूप यें रक्‍्खा: 


77 ह 4 6* ह ०६५] / या 
८ पक कर [$ 3 कि हज 2 कु 00 हा जल 5| * (3) 
पर 24707000 ८० 
तथा (४%)४> >7 निशा 8 
जह < मल ४ /3 ) हर ]/$ ०) 
प्राप्त किया जहाँ ' जा कर 7) 


यह विचार कि समीकरण () इलेक्ट्रॉनों के लघु संकेन्द्रण के लिये मान्य है, इससे ऐसा प्रतीत होता है कि 
आपेक्षिकीय यांत्रिकी इलेक्ट्रॉनों के ग्रधिक संकेन्द्रण के लिये सम्पूर्ण गतिज ऊर्जा को ज्ञात करने में सहायक 
है [जैपा (3) द्वारा व्यक्त किया गया] । परन्तु स्थिति भिन्न दिखाई पड़ती है अर्थात्‌ आपेक्षिकता 
संहति परिवर्तन इलेक्ट्रॉनों के लघु संकेन्द्रण के लिये भी अत्यधिक सहायक है, जिसको निम्न प्रकार से 
सम'भझा जा सकता है । 


प्रथम बार लॉरेंट्स द्वारा व्यूत्यत्न इलेक्ट्रॉन संहति के लिये, वेग-प्राश्चित संहृति का व्यंजक 





ज़्त-ह़ है| (6) 
जहाँ (िच्- ् ४ ८-5 प्रकाश-वेग ₹52"998 » 07" सेमी०/से० 


एक आदर्श श्वेत वामन प्रकार के तारे के (लगभग 06 या 08 ग्रा० प्र० घ० सें०० क्रम के घनत्व 
वाले) किसी इलेक्ट्रॉन की गतिज ऊर्जा परम शून्य पर 


हु [ ण्त्त्क़्ा 0 (7) 
द्वारा व्यक्त की जाती है । समीकरण की सहायता से, दिये गये इलेक्ट्रॉन के संवेग 
प+720 (8) 
को पुनः 


जज --/9%) । | (2) 


इवेत वामन किस्म के तारों में संघनित द्रव्य के सम्बन्ध में 77 


हारा व्यक्त किया जा सकता है। (7) को (9) से भाग देने पर तथा लघु सरलीकरण करने से हमें 


१-० का धन 23034, 59 
०5 :0-#) । (0) 
प्राप्त होता हैं। लघु 8 के लिये घात-श्रेणी-प्रसार द्वारा, हमें 
अप कम () 
/2 


प्राप्त होता है। समीकरण (4) तथा ([ ) को एक में लेने पर विराम-द्रव्यमान 7१५ 


|| । € (/82८१--462)7/१ 


१ 980- (कक. दब्मएक के 


रूप में प्राप्त होता है। यदि ७७५७-०0 (आपेक्षिकता प्रभाव को लघु संकेन्द्रण के लिये उपेक्षा करने पर) तब 
हमें ( 2 ) शीघ्र ही 


कस 7 ८ द (3) 


प्राप्त होता हैं। तब एक संघनित तारे की प्रति इकाई आयतन में इलेक्ट्रॉनों के अधिकतम संवेग #% 
वाली गतिज ऊर्जा 


कर -- हा | #१ 4५ 


व क्योंकि 
| ० /९ ८/, क्योंकि ध्ल्ल्ठु 22 (4) 
यदि हम परिभाषित करें 
है! 
776 * (7) ल्‍ 
टी 5 (33) 
लत + (४) | 
तब (4) निम्न रूप में परिवातित हो जाता है । 
थिच्ततवा ( ) 79706 | 93०9 (6) 
मान लिया 
8+%[: 8707 
(#%- हु: 0०) 


कक 


समाकल (6) का मूल्यांकन करने पर हमें 
0 7 3 
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77८) 5 


प्राप्त होता है। (१5) के द्वितीय समीकरण तथा (7) से स्पष्ट है कि » और # क्रमशः 


| 4/3 
कैसा न-- हि ॥7/2, 
77८५ 8+#: । 


(]9 
(7) (57) ह; [ / 
४55 [7 | [ 7 [४ 
£४/ ३ है 
द्वारा संबंधित हैं। समीकरण (8) में अवर राशियों 
ग्रर-3"433; 275--9*0] ><  । (४) 
८552*998 ८ 3070; ४556-55 « 0-/7 | ; 
के संख्यात्मक मूल्यों को रखने पर हमें 
27<-]*785 55 02%;24 (20) 


प्रप्त होता है। दो विभिन्न विधियों द्वारा प्राप्त परिणाम (4) और (8) की अनुरूपता ध्यान देने योग्य 
है ; अन्तर केवल इतना है कि पहला परिणाम (ट्रनापेक्षिकीय विवेचन के अन्तर्गत) घटता है जब 
कि बाद वाला परिणाम लवु संकेद्रण के लिये मान्य है (आपेक्षिकीय प्रभाव लगभग उपेक्षणीय है )। 


न हु (20) बे है ३ 8%7/700१ » 
५४<८<] के लिये समीकरण (20) के द्वारा £ की गणना की जा सकती है जहाँ #<<< ्छकि ) या 
॥<< <<5-882 /< 0?5, लघु इलेट्रॉनीय संकेन्द्रणा परिसर के प्रभाव की उपेक्षा करने पर, इलेट्रॉन गैस के 
संवेग तथा अधिकतम संवेग की धारणा का प्रयोग करते हैं तो व्यंजक (20), () के रूपान्तर के रूप में 
प्राप्त होता है । संबंध (20) से यह भी स्पष्ट है कि प्रति इकाई में सम्पूर्ण गतिज ऊर्जा ४४/४ की समानु- 
पाती है । 

आन्तरिक ऊर्जा-व्युत्क्रम वर्ग-नियम (अनापेक्षिकीय विवेचन के अन्तर्गत) के प्रभाव में घूमते 
हुये इलेक्ट्रॉन करों के समृह के लिये सब्तुलन प्रतिबंध? 
42.50 -न- १८ 5८ हर (2) 
द्वार। व्यक्त किया जाता है, जहाँ 25८ गुरुत्वीय स्थितिज ऊर्जा तथा 2» गतिज ऊर्जा है। साधारणतया हम 
संबंध (2) को “वीरियल प्रमेय” कहते हैं। एक समान घनत्व के गोले के लिये* 


जहाँ 6 गुरुत्वीय नियतांक, ॥४ संहति तथा ? अद्धंव्यास है। “वीरियल प्रमेय” के उपयोग से स्पष्ट 
है कि! 


7-3 (/-) 0, (28) 


उबेत वामन किस्म के तारों में संघनित द्रव्य के सम्बन्ध में ]79 


जहाँ 7-2, गतिज ऊर्जा, 7 इलेक्ट्रॉन संहति की श्रान्तरिक ऊर्जा तथा »विशिष्ट ऊष्माश्रों का अनुपात 
है । समीकरण (2:, (22) तथा (23) से हमें 





] (>04/२ 
नल न+- 5, अनममननलअ 
०(५- 7) ? लक) 
प्राप्त होता है । परन्तु एकसमान घनत्व” वाले गोले के सापेक्ष एक संघनित तारे के लिये 
4/5-> ४722-53 #१/7/१) ; (25) 
जहाँ %/ हाईड्रोजत परमाणु की संहति है; झ्रतः समीकरण (2+4। से 
] (॥॥9%/8 के 4/3 
बे 5 ्् ($०) | हे (26) 
प्राप्त होता है | परन्तु चरम घनत्व पर 
हा मु 02 /) रा 785 ३८ 08 
८ (27) 
न्‍्न्| 387 ८ व07270/2 
(6--6:66 ५ 0-8 तथा ऋ/55 .662::0-77). & के इस मान को समीकरणा (26) में रखने पर 
"0 ॒/8 
ए--] -489 ;< 0-28 - 28 
()/ #*% ) हू 
प्राप्त होता है । अन्त में 
| (ज 7/3 
.#ह... 7 « 9 >> | ०-० 
0520 5 न छू) (29, 


जहाँ ॥/६--2*0 »८ 0%8 --सू रज की संहति । 
सम्पूर्ण ऊर्जा-अत्यधिक धनत्व पर परमाणुवीय न्यूक्लियस और स्वतंत्र इलेक्ट्रॉनों वाले आयनित 
द्रव्य से बने हुये एक समान घनत्व वाले गोले के सापेक्ष तारे का परम शूल्य पर सम्पूर्ण ऊर्जा समीकरण 


45 सम्पूर्ण  -+(/--४८ 


-- [-489 : 0-2९(-- ४९ 3 है! (30) 


द्वारा दी जाती है। तारे की संहति को सूरज की संहति के अंश के रूप में प्रदर्शित करने पर, समीकरण 
को पुनः निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है : 


९ & 3%--4/२2/ ॥?/3 
# सम्पूर्ण --7:5023< कि) (3) 
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(29) तथा (3) की तुलना करने पर हमें 
असम्पूर्ण ---- (3//--4) ए (32) 


प्राप्त होता है, जहाँ (// को (29) द्वारा व्यक्त किया जा चुका है। 
कतज्ञता-ज्ञापन 


श्री जे० पी० शर्मा जूनियर फेलोशिप प्रदान किये जाने हेतु विश्वविद्यालय अनुदान आयोग का 
अत्यन्त ही आभारी है। 


निदंश 
(, स्टोनर, ई० सी०। फिला० मेंग ०, 930, 9, ०५४५ 
2. सस्‍्टोनर, ई० सी०। फिला।० सेंग ०, !93], 986, 
3, गुप्ता, आर० एस० तथा शर्मा जे० पी०। द मेथ० स्टूड० में प्रकाशनाथ्थ स्वीकृत 
4, चन्द्रशेखर, एस०। 07 उैकराए0व72ट00%8 ६४० प6 #एवंएफ 07 80९४7 


507ए८प/०८.. (शिकागो : शिकागो प्रेस विश्व- 
विद्यालय), !939, प्ृ० 52, समी० 96. 


४ व]3॥3 737 5॥3 6 &॥0587098॥3॥ ?3६/१]|८७ 
४०[. ।3, ४०. 4, 00८८096/ |970, 72265 ।8|-89 


दो चर-राशियों के व्यापक फलन के कतिपय नवीन दोहरी-श्रेणी में विस्तार 
पी० सी० जेन 


गखित-विभाग, राजकोय महाविद्यालय, कोटपुतली (जयपुर) 


| प्राप्त--सितम्बर 0, 969 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध-पत्न का उद्देश्य शर्मा” द्वारा पारिभमाषित दो चर-राशियों के व्यापक फलन के 
चार नवीन दोहरी श्रेणी में विस्तारों को सिद्ध करना है । उपपत्ति में हम नये सांकेतिक आपरेटरों का 
उपधोग करेंगे जो तीचे पारिभाषित किये गये हैं। विशिष्ट दशा में हमें ऐपेल फलनों के रोचक द्विपद 
विस्तार तथा कुछ अन्य विस्तार भी प्राप्त होते हैं । 


395६99.८ 


80702 7९छ त्ेंणपॉ०)९-5९४४८५ €ड>ग्डा0०गतञ5 ०७ई ईग8र इ९्ास्एथॉडस्त चिद्रटांएआओ ०: 
० एगाजबॉज०ड, 279 ?. 0. [॒०ंँछ, 7९८एए९ए गा ाीलागदवाव08, (70ए८:7एव्या (0062८, 


छू ०७9ए४, ([भ्ाएप/०-) 

पूछ ठ)]०० 6 पड फएथुए०० 38 00 ए70ए8 ठिप्ा ग्रल्ण १6प्री.6 ४९४९४ फ़बागओंत्पा$ 6 
(6 इद्ादाबााइलते पिरता0ा रण एए० एब्एंग265  वदीहलतद 979 87774. वा ४6 9700 
ए९ व्याओ०प्र एफ 906 09507 38 वेद्ीपत 7209. 7 फुथाणांटपरॉध ए८ हटा 
[7०७८४77॥8 व0प्रॉ>6 ३९लं8 एबाओं07 06 47एलनाड पियला0्ाड बग्त 80 इ0णाट 0फादए 


ध्ड्छ 2705707058. 


दो चर-राशियों के व्यापक फलन की परिभाषा नीचे दी जाती है :-- 


7 हे 0 हि हर 
| 4 त ८], 6935.» «9. ५0 ; 894, 8५५ धर, 44 
23777; 4 | 
रैं 
7779५ 722 ॥ 
कप [ ) ८43 ८29 ++ ० ८9५: 4. ,4५, * ०६९ 60५ | 
22277 7793 4277 78 | 
_४ । 


777 / 
( रा ऐ ] ८] 3५ 69५ ब्न्न्छु 6५35 3 99 ९०५9 48 


४2877783, १3778 हा 
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उयगदान-3+ी) 77 7(१--८,--७) 77 7४: --5) 





| । 
(297) ॥| है । 7 कि है 
20 आम 
उल्यात |. 

7 7(-०+४) 7 7-0 

हे 

के कम के सिम लक पर पल कक हम () 

7 अल ओ 7 वॉक: या तल लिओ) 
/भाठनीओ है 02 //2 अर क ्फाइनीओ 


जहाँ 2.,, 2, दो समुचित कन्ट्र हैं और धनात्मक पूर्णाक निम्न प्रतिबन्धों को तुष्ट करते हैं :-- 
>, 43 72, /., 0>20, 05करा< 9, 05095 89, 05:09 49, 06.05 5. 2339 0८:४5 5:48: 
धरि/०ई का वी 9 07284 7743- «59-50 सान को छोड़ दिया जाता' है । 


निम्नांकित सूत्रों के प्रयोग से 
/ (८) /(८--७--७--४”) 


8230 3 %070 न कह (<) 
[3, 9. 42] 
ह ५, ] हट (१ ५ )॥॥+॥ ( लक /॥7+% (9) 
! आह शिलिम (2)#+% (77 ०-०-/१)४+8 
५; 
2 9, 4+०नैन॑ी॥--॥४-२४ |] 
॥ हम 
[3, 9. 3] 
] 6. । रे (१/--०)॥+४ (0/--8)॥ (7““/3 ): 


7 | 9 | --#५ , --४, 8 (9)#+॥8 (7/77०-:/9)% (१ सा ही 


] ५ . 


 ]--०--8-%-॥ +-+-०+/-%--१ 
' (4) 


(6 + 
जहाँ (६) ॥ ये न्क्त्ा 


हम अपने नवीन सांकेतिक आपरेटरों को निम्न प्रकार से पारिभाषित करते हैं :-- 


दो चर-राशियों के व्यापक फलन के कतिपय नवीन दोहरी-श्रेणी में विस्तार !83 


4 (४)7' मि /--०--0“) _. पे 7 /ः #+४ 0) स््ल् ) 5 


६९० (॥. /()। ८ फ़क-फो उ्तपछ्गह् आर 2 22:28 58 म जी तर. हम ली जय 
0 जा 0 गा हक 
7७-#)7(४-/8 + 8) ३७ (४),..(--8),(-- 
अत का आह लि आह जा 0) 
(०) 7 --2) / (० -.. ७-- 7१07. की 
ए (७, 8, )) - (070 --०-७)7७/- ०+8 +0)7७--8+8+87 


£ (9-०): (१७-/9)7(५-+9-+-6)7(%-०५--४र-०-+-०) 
__ 9 के (०)१+४/)7+5 (70)/(--०) 


हि का ९ 6 (0)7+5( न॑ ०-०१ --०--० बे क्ड 


५७7७, 8, »))5ए०(-०, 8, %--०) (7) 
/(»)7(७-०-४३)/"५%-- ०-- 8) 
४ (»- ०)८ (»--/8)2 (»--# ) 
4 (४-7 ५--०-90)7(/-8--0)7(५-8--४) 
४ (#ना०+-०)८(५-०--१+-०)/ (४--०--/१ +०“) 





4 (८, 3, ० ») लिन 





मर हर कु हक (०)/+5 (8), (१) 8 (-0)/ ( ॥ [ ॥ 
#नन0 ४: 60 (१)/+ है. 42 न 6 0/ 0), ।-- ७ 5 --%-७ ) ५ | & 
० 77(०, ० | 9 ०) नस प् (६५ 4 की %--०) (8) 
कि हे 0 हे 0 
जहाँ च्च& .. तथा 0 हचछ गे 


अब निम्न सम्बन्ध सरलता से प्राप्त हो जाते हैं :-- 


777 | | 0 जप 
ः गम, 4 शक 4 (४) 
2५ (॥, /£) ७ ; 4 (४-/) 


77५9, १५ ) 
के ० ५; 4५, 
शक 7739, 43 77772 2 58] 
१५ ४ 73 ) 
28 7 7785 43 7777३ 


ध ], 0 | (-॥: 8. , | 
किएशफ कर 4 | ! के 


८५ 3 ्‌ ु 











28 777793. १2777 


। 
9 
न कक काग.। न्‍ (3) 
(78 /१३ ] क्‍ 
| व गये 63-१४ ॥ 
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जहाँ ८५ का अर्थ प्राचलों की श्रेणी 6,, ०, 4६...०५, से है । 


//१ 


पु, ह 0 6 > हे 
। -.॥7१५ /| 2 मा / (/(४--/) 
४४५ दे हि (5) 


477. ॥7० 
(६) 3 ( हे द ) 65.) 4 
८५ (£,6) ५३ वैं॥+7४/ | टीओ 28 | 


( 773, /2५ ) ५ 
* ८५.3 4 
3? ४ ४8 


28773, (87778 


(कक का 0 लि किक 


#2/] "ा॥72, ध्‌्‌ न [ 
; ५ 
7 /2५७ 
८/॥०) ५; ७ 
हे 772, 9५ ३] 3 बा 
॥१५५ ॥8 ) ; 
हे “7773, 9377 778 28224 
77 |; 0 « | 
॥ “-०72[ | |! कार का 
९५५ 
० (७ ता मा / (०)2 (७--०--/2) 
ए(०, 8, १) न ध्‌ कह ०/232 ८4५ | 9 “ ()/-- ७) / (१/-- 8) 
शक २ /३ ) ८५.) ९ 
(23 777733.. (87778 4823 
। १४५ न॑-2 
का || कक शणक #यति कैफ 2 ४०५८ 
न | 
779, , 2४, 
बी] (की ः | ८,५93 49५ () 
2 2० पर हर 
१८ मु 
| --/0५, पी ८932 टी हा 
/८(/] ॒ 
2 | ०%१: 0५] 
2 
हर (०, (५ ») ५ १/४ |क्‍ 
23 ) 6५ 5 धें 
हक 7723, “7709 गश 99 2 
१४३, दि 
हा --27, 25) 4 जी 
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/ (7) (ल्‍/-7०--/8)४ (//--०--/9) 
£(»-०) ४ (/-)2 (/-/72 








धर न, ० । 
2 ह्222 ५ 4५ बे | ८५, , #-०८०८ 6 #६ 
9८७ 
ा ! १५ 
2५-77, 4५-7५ -- ) | ++-१, 4503 ५५,५ ।+०्न8-9% 5 (2) 


अल , 2३ ला हर 
४083 77789 बा 9  & &$ 4३ िव्न॑ 7-२ हि 


अब समीकरण (5) से (8) तथा सूत्र [ 7, 9. 84, ऋवप, / 2 ॥] 


9274 ८8.3 ०० 
22 9 “-774, 0 है| ॥ 
727: ८//८५ “लक 


| 
| 
प 
/237770, (५--7१५ ८/०३ 6. हि 








( 7774 , 
23 77795 4३ “7223 4032 9५ । 
0६ 0 
| -- 4 4५, 0-4 2५ञ १-५ 
० 
77 -- हा 5 
(८ “7209, 49-7५ -+- ) “४, ८७, 7४; ५५, -, ० (43) 
| । 
ह ४१3777/3, 48-23 -- 7 ) 49 48 7% ५३ ५, 
के समीकरण (9) का (2) में प्रयोग से निम्न विस्तार-सूत्र प्राप्त होते हैं :-- 
774, 0 ] के हे 
| हल 4५0 84॥ | *, | __ _< (४) (४), 
4] ग्ण 4व 7 --#) रे हक हि - ५. ४५ हा 
५ (4 १५ । 
22779 . 4५--77% ८५५; 4५, 2 
परत; 775 े ह 
| हे “788. का 59435 4५ 
70 -- ५ ० 
हक शल 4/#4 7 * “5, /--/४ 8५ 7 -+-5५ /--7+-5 
5 ( 27 775 ) जाए, ८७, ०-73 44, -?५ 0 (!4) 


22-779, 4५-79 --7 


| 778 -- 7, 723 ) 


8 “7773, 43--77३ न॑-7 “४5, ८५५ णा४ष; ५५ “४5, 0 





5 £ 4 
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__ (6-5) 8 8 (80: (“० (7०) 
(४) +-0 55० (5)++ # 5! 





का हे हु | 49] -7 3) #+-7 -5) /क्षती7 नाई ॥-/ न? की ४ 


07 724५ 4]-7| न 
- ७।| /70 --4, 772 25 कह हल 
का 4४-75 ) 53% 82% 0 ५ (5) 
४४५ --, /१५ ) __ दि 
0] 48-77%8 7 गे “१४ शक | 
८ (2) 2(५-० 4(३/--०--9) 97 ( ०)+ ४ (8) | ? 95 >८ 
4 (%--०) 2(+-,9) /-0 550 है (5 | (४-6 )/५८ 
7 [#0 -+- ४५ 0 ] | ु 
60.3 + 7 |, %- ०-7 न ॥०-) 2५ 7-४५ 
। गा शा, 4। 74 »नगन5उ, ० न 7 जी ४ 
९ ॥28--5 4, 7५ लिन लत (6) 
8 | (0,०७७ &-छका) | 7 477 477१० > 
/४४--, ४३. कल ला 0 हे 
(हक के 4३-75 -- ) 5५ %३77 55/48 7४ ९ 
_ 2(9072"/-८-४) /(१/००-/) 8 8 (-7०)/०५५ (00 (0 )५ ७ 
4(%--०) 4 (%»--9) 4 (055 ) >त्णा उच्ची है जी (११-७०) #4 
॥0-(-4, 0 ] न हे हि 
858 000 2 6 352 0 236 525 832 
“४५ 


2, 79 0 द 
कक ५ 722 ] हा 7 नीहिलत, 4४ व९, 7, । चछत-०३-०५ ? हा 


(३7779 (१४-१७ 





7773 --2, ग्ग्ु शी स्‍ < के ४ 
[8 जिला 5 नी 7१ % 75४9३ 7४ न थ्णी/ 7१7४5 ० .. 
(7) 
जो कि .-फलन की परिभाषा में दिये गये प्रतिबन्धों के तुष्ट होने पर ही वैध हैं । 
3, विशिष्ट दशायें :--सूत्र [6] द 
प । 3 ला #2 | न 
० हे छ ह /[(४००) | 4 ((८४)] ४ [ (०/)] #| [गड थ हर 
द 4 [(०0)]4 [(4५) ]/ [(#)॥] 9 88 3 रह 
बा आह 5 कक ० क्‍ (8) 
हि वि कक । 244५5./# 


“०; --8#, ० 


हक [ जद, ५ 
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का समीकरण (]4) में प्रयोग से जे० काम्पे डी फेरियेट के फलन' का विस्तार प्राप्त होता है :-- 





| 4 ः 
/?| 6०८६ ०; ः हर (&),+5 [(०७) ],+६ [(०7)], [(४]; ४ - % 
; हि 750 350. (7)+#+5 [ (0) |/+3 (4५) |, [(//))5 # [| $! 

2 | 48 /9 


#४-- [ (०७) + 8 पल 


ल्‍ | 

क। | (४) + 7 (०) ४ 
| 

| 

। 


हक (0) 


४-4 | (08॥) -+-7 5, नै? + 
#. | (४))+5 (/0+5 


समीकरण (5), (6), (7),से भी इसी प्रकार के सृत्र प्राप्त हो सकते हैं । समीकरण (6) से ऐपेल- 
फलन #', के लिये निम्न विस्तार-सूत्र प्राप्त होता है -- 


कप पा (--०)/+< (8),+-५ (4);+४(4 )-+5. ४ 7४ 


अनमरनाननन..3. अलनअक्निनाननथा अन्‍की, 


4(49 4 205 25 2) हा #*-0 5०0 (५»),+ (१--०--/१)/+४ (6) (8 )5 अ 


4. 4--7-+:5, ६ छह कक कु > %--०--?-+-४५ %#- 


() ६०६ 22 ि 9 ००० | ४४% (20) 
पा > 

25 5507 न) 26 ल> 0577 

कक 8-7; 0“ --5$ 


यदि हम (20) में »>-७ तथा >/--०--/१75४ रखें और सूत्र [4, 9. 269] भर [4, 9. 254] का प्रयोग 
करें तो हमको दो जैकोबी के गुशनफल का एक रोचक विस्तास्-सूत्र प्राप्त होता है :-- 


(।-- »)/ (| --2)% ऋछ (--०)/+४ (] +2+-/8 +-2007- ०) /+५ 


(१५ ४7) (3, ७) 
के ६४) दी ५) 77! 9 ! 2>नी: दुंल्‍्जी (]--)2)+ (7+/9)): 7 ! 5! 


[४] [74 +-४| था | --%8॥ |--२--,१--०--४४-+7 5; +लैनीर, -+नी४३ 


4 
अं  त  , 


समीकरण (4), (5) तथा (7) से ऐपेल-फलनों के इसी प्रकार के विस्तार-सूत्र प्राप्त किये जा 
सकते हैं । 
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श्र सूत्र [0] 
0, 0 | 
“ । ७१७८० ३ ४७:0७ ' रब 6» 729 हे 7 ( 773 ८/ 
ब 982 रा 2) 28 है हु ) 
20 मा ) कक 4५ | > (22) 
४02 77733 42-77 77५ "2 


१८८ गा 
([ 37 5 री] हट 


23 “ए 773, (3-7 728 


के समीकरण का (4) में प्रयोग करने से 6-फलनों के गुणानफल का निम्न विस्तार-सूत्र प्राप्त होता है :-- 
722, 2772 ८/# 6 हक 723 
०, हर | *] 2 73. ह 


| | /--7 ; £ +- 7-४ 


५०-ह, 8 20% 
९ 





(4--/9) #«७0 350 7! 57 


हैं | 


#09 ॥॥ ) का वि हा! ) 
909, (2०-7१४-- 7 430 2 अं, ५५, जे 3, | (23 


775 कक 9 773 
_+-उ ८; न ली “++ ७५ 0 
5 43728 -ी ? 28 ४2 4३ ५ 


और इसी प्रकार के तीन और सूत्र (4), (!5) तथा (6) से प्राप्त हो सकते हैं। (यहाँ पर 
6-फलन के प्राचलों के लिये भी वही संक्षिप्त संकेत-विधि अपनाई गई है)। अगे समीकरण 
(23) में 6-फलन की विविध विशिष्ट दशाओं [2, 9. 25-222] का उपयोग करने पर बहुत से 
विशिष्ट सूत्रों को प्राप्त किया जा सकता है । इसी प्रकार [6] में दिये गये &-फलन की ज्ञात विशिष्ट 
दशशाओं के (4) से (7) में प्रयोग से बहुत से सूत्र निकल सकते हैं परन्तु संक्षेपण की दृष्टि से हम 


उनको छोड़ रहे हैं । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 
डॉ० बी० एल० शर्मा के प्रति लेखक अपना आभार प्रदर्शित करना चाहता है जिन्होंने इस कार्य 
में सहायता पहुँचाई । 
क्‍ निर्देश 


, ऐपेल पी एट डी फेरियेट जे काम्पे । “.ए0रटप०05 ४एए9००8४९००प्ा०एतंथु ०6४ ८६ 9फऊ८ए- 
8976-465,. 97ए7०या<द$8 0. मझल्या८,” 


गाथियर बिलर, पेरिस, 926, 


हज 
ञ् 
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एडेल्यी, ए० तथा अन्य । लाइ76९० एब्याइटटा वैध्याबों # ८5075, भाग * , 
:00 3: 

पाण्डे, आर० सी० तथा सरन एस० । प्रोसी ० राजस्थान एकेडेमी आफ साइन्सेज्ञ, भाग 
0, खण्ड 4, 3-3. 

रेनविले, ई० डी० । | 5फए6लंगी #फाट०95, न्यूयार्क !960. 

शर्मा, बी० एल० । एनेलेज डोी ला सोसाइटी साइन्टिफिक डी 

...ब्रक्सेल्स, (965) प-79 |, 26-40, 
वही । सेमीनारियो सेटेसेटिको डी बारसिलोना (प्रेस में) 
वही । “दो चर-राशियों का व्यापक फलन” पो० एच० 


डी० थीसिस (शोध-ग्रन्थ), जोधपुर विश्वविद्यालय' 
]964., 


फ [373 ?73745॥3व9 /&॥0छ537060[॥37 7?30॥7[<८2 
४०. 3, ४०. 4, 002८८098/ 4970, ?०४९६ ॥9-20 


9 चरों वाला सार्वोकृत फलन 
एस० एस० खाडिया तथा ए० एन० गोयल, 
गरियगत विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त--अगस्त 26, 969 | 
सारांश 


इस शोधपत्न में # चरों वाले माइजर का 6-फलन दिया गया है। इसके अच्तर्गत एपेल तथा 
कैम्पे द फेरी के & चरों वाले हाइपरज्यामितीय फलन विशिष्ट दशाओं के रूप में आये हैं । इसके साथ ही 
इससे 6-प्रकार के समस्त फलन विशिष्ट दशओं के रूप में प्राप्त होते हैं । 


(95679 ८ 


0#ऊ था इ०एट-नप्रंडसते सिर रण पा अधालंबा०९5., 87 8.8. छोावता9॥ 270 
5. ५, 5०५०), 2००2एपएपटाए; 0 १ ७7674028, एग्रांपटाआएए ्त शि०]8४970, [ध्ाएपफ- 


प्‌ृफ्रांड 927०० हएट5 ८८7० 5 छ-पफिदांठफ छत को पकणं3068, बकांड पिाद0ए0 7पटाप ८5 85 
8०८लंब ०४४८४ 2०7०5, हुघााए06 ता एट्जंलाड सलजएलाइ०फकरढाफट पफपिएटा0ा 0 | परकापंबी)2८४. 


छ868068, 7: 87४९४ 7756 358 एव्फपटपॉा ०95९४ थी (056 पिला07085$ शगट। ४०९४ ० ६96 ०-ए००५. 


परिभाषा : सार्वीकुत फलन की परिभाषा करने पर 


हा ०]; (0.१7) ( 
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। कि 5 
[759]: (?.,१[९) [(५५)+ (94), ) (८$,)2 (५ ,))/- | 
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रे धो 
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ब्प5 हा न“ दे 
0.0 की ए-०-टण0) 7 7(6+टम) 
स्न्ये 


उच्चाजया। है। 


]92 एस० एस० खाडिया तथा ए० एन० गोयल 


हि 77; [६ /20 पा ।म 52 
ह (3, जी 7४7 -)(७( ). 


रा 
00 अत महक आन सरल आल । के 
४7४ 76 -%) / 7(-४; +».) 
अचानक, अचनाय, 


/; ल्फ्म् ॥ | 2४ 9 ००००७ 72 


जहाँ (7५) उपयुक्त कंदूर है तथा #, ४, #, 4, (7), (४४) (8६) तथा (4६) धन पूर्णॉक निम्नांकित 
असमिकाओं को तुष्ट करते हैं 


2>>0, 6:20, वा >टय 2 0<#7/:5: 6८५ 0<.7;< वा, 
तथा ४--2/:<: 4 +-4/ 


(४) 550 मानों का बहिष्कार किया गया है । &, ७५ -.. थ. क्रेम को (&,) द्वारा व्यक्त करते हैं । 


कंट्ूर (7) (५५) तल में है और पाशों सहित --7०० से लेकर -|.४2०० तक विस्तृत है और 
आवश्यकता पड़ने पर यह निश्चित रहता है कि शिट -““5%)3 /75, 2, ... (१५), के पोल कंट्र के दाहिनी 
ग्रोर और 7४-०५ ना00)3 / कतवे3 29... (५) तथा :(०४--2७५), 755., 2, ... %,... के पोल के बाई 
ग्ोर अवस्थित होंगे । 

समाकलों का अभिसरण 


अनुभाग 


समाकल को (5/) तल में संवृत कंटूर ८६ के इदंगिदं लेने पर जिससे कि काल्पनिक ग्रक्ष 
-+/% से लेकर --४7२५ तक हो जिसमें #६ वृहद्‌ हो और अद्ंवृत्त |6; |--/२, का वह अंश हो जो 
काल्पनिक अक्ष /:; के बाई शोर स्थित हो और इस प्रकार चुना गया हो कि वृत्त स्देव समाकल्य के पोलों 
के मध्य से होकर गुजरता हो । 
हमें एडेल्यी (, 9. 3) एवं मेकरोबर्ट (2, 9, 374) के सूत्रों की आवश्यकता होगी : 
<(८)7(]--2) --४6८५ ०0520 ऋ८ (2) 
यदि |&#8 ८ |€#-०9, $ ऐसी धन संख्या है कि 0<8-<+#, क्‍ 
| (८-०) [€.0४ | & |४-7/ €चछ  4608 | 2[--9 ८६ ८ ->») (3) 
जहाँ ४5-४--२७, 28 घनात्मक अचर है जो « से मुक्त है और 8540०) माना कि #(७,) () में 


समाकल्य के गुणकों को बतावे जिसमें 5; _तथा >5((5,, ४,, ७५० - 5-3) ही अचर हों । सूत्र (2) 
का व्यवहार करने पर 


४ चरों वाला सार्वोेक्ृत फलन ]93 
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। री (४9).) | जम 
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8 मी मम है 
हा ४ (6।-+-<5/) हर ।आह। सन -57.) नव 87 थर(4--८/--<5/) 
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डे 78-25) 7 7-4. --5)).र झंध क्(०: --5;) 
| तन 


औॉः [६ । 
॥ आंग्रग्र[4८-५) 
अच्यनता्ग: 5; (4) 
( #7३ ) 2-7॥+/[.-77% 77 | ॥ 
| ७५ | को दीर्ध मानते हुए तथा | »छ ७; [<#--5७ यदि ७६-7४ [४०४, ४६०-7॥ ४४९; एवं 6/--६६--7०॥७ 
तो (+) के बल पर हमें - 





























> श(६|-+-<52) ३ 
(3) 7 7(6--25:) < 047? ७ए (- नी 4॥ ॥08 “५-१६ 
(5) 
3 ही न्‍-+ 6 )- >शि; 
(0) हर 70] --८; +%) [€7 6, .. ९४0 ६-६६ ह 408 4६-२४१६१६ 
2) 
(6) 
27 /९(9०;:-|- 252) -- 2 
(0) 7 7(8-+ 250) | € ४, हट छप (-4#+4% 08 <५-१६०४।५ 
(7) 
५ ५. 2 7(-०)-३% 
(7५) पं वए-० +क) ३ स्फ । फू (कई 08 *५-7१/0/६; 
क्‍ क्‍ (8) 
(५) | 80 #(]--०/--225॥;) [€४ | 70४ (9) 
च्ग्नगा 
(४१) ॥/ झंत ग(८८-5३७)| €४ 4 /7/7/) ए (0) 
/च्यनका,, 
तथा 
(जा) | शंप्र ग([६, - %)| 6 7६ | ४]. (]) 
है । ' ' ; 
(3-5 7 #257% 77692) 
प्राप्त होगा ' 


20 5 
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(4) में (5) से (]) तक का प्रयोग करने पर थोड़े सरलीकरणा के अ्रनन्तर 
एए ह 72... 06६ 4 द क्र न ' 
| 85.0) [हर रे 7. व्ख्छ कय (-4+-/%--4/)($/:(008 ४//--१)-- १०.) 
रा न 


न के | (0 थान-20:--४४:--7:) २ | ६॥ 08 ६॥.-- १॥#८ | 
(2) 


प्राप्त होगा जिसे और आगे सरल करने पर 
॥..._ 0[८ 3] !;। 
[2 (50) चियी ह4 हि... कफ |, (0-7 4-0&-40न्‍6%(0०8 4-) +|१॥(7-:०)) 
पी5& ॥08 ?॥- | १॥| ((#४-॑-॥४/;/-१४:--५--६॥) 7 -: ९, | (3) 


प्राप्त होगा जिसमें ॥/ तथा ० ऐसी संख्यायें हैं जो ७,, ६-70; ००४ 0, तथा 24 -... /0; अंतर 6; से पूर्ण 
स्वतन्त्र हैं । 


अब वृत्त |$/(5--४१» के एक अ्रंश के चारों ओर लिये गये समाकल पर विचार करेंगे, जो 5. 
तल पर काल्पनिक: भ्रक्ष के दाई ओर अवस्थित हैं और /९; दीर्घ है । 


(८) कल्पना की कि /--७॥<4--५/५ यदि 05: |6:| ८ ०/4 


4९, हे 
जिससे ६:८5 205 कम यदि | 872 40 |< (--%#/:--7४. “०6 4;:)7# तो 


क तक 0९ ह क 
[४ (5;) | कल (दि. ०फ [(2न./४--१-५) (१०४ <0५--१) 50|५/2--7९/|08 £॥/] (4) 


& ब्प् (६ दय के) ४», जेसे 
अतः ८ कोई परिमित संख्या होने से, |, #'(5,)| सतत शून्य की ओर प्रवृत्त होता है जेसे- /९; ग्रनन्त 
की ओर अग्रसर होता है । 


(8) कल्पना की कि #--#/< 4-4५, यदि #/4<:<|0/| €#/2 
दीधे 0 दि 
तथा #0 पर्याप्त दी्घ हो कि |॥॥| ++#ऐ अंक |0 >> प55 यदि [ड़ ॥॥ ६ (आन-॥४+-7६--9-५/)# तो 
प्र 2 07६ प्‌ ( 
[#(5;) | बेब पा हे. ढक [7.56 (न #कन॑-7६-१- १४) १-८९) ] (43) 


|» 
अ्रतः ५ कोई भी परिमित संख्या होने से | 5, 7"(७;) | सतत शून्य की ओर प्रवत्त होता है ज्यों-ज्यों 2, 
अनन्त की ओर अग्रसर होता है । 
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(०) भागा कि /#-/॥:4--4% यदि 0< | 8; | € बर/4 


जिससे कि ६६-४६ ८०5 82270 |१/2 तथा ». को इकाई से कम रखना होगा जिससे 
६7 /08 ६/5६:0 ता 


[#(5/) [€24 7 0 ७5७० [---55 70०8 (//))] (6) 


अतः ० कोई परिमित संख्या हो |, /”(5,) | शूल्य की ओर प्रवत्त होता है ज्यों ज्यों 7१; अनन्त 
की ओर अग्रसर होता है । 


(4) माना कि [-68[:--4 -- (|; यदि था |0; | € गा जिससे । १॥ | २०१ | 80 | 0; | >> छ तथा 


थे 
[८78 2॥/< (8--20--7%-79-4/) ? 
7/ को इकाई से कम लेना होगा, जिससे कि £/ 08 #;0 तो 
(50) | व 47 2 ए ॥। 795 ((॥0--४%--7६--५ 407-:९% | (7) 
ग्रत: ० कोई परिमित संख्या होने से |! (5) | सतत शन्‍्य की ओरे प्रवृत्त होता है जैसे ही 2६ अनन्त 


की ओर अग्रसर होता हैं । 
उपर्यक्त दशाओं से हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि यदि 
(4) #/+#/;<4-+4% तथा |#&8 &;|<(# +-7%॥/--॥६-- 4(--4॥) कर 
तो अद्धंवृत्त के चारों ओर समाकल शून्य की ओर प्रव॒ृत्त होगा यदि 7; अनन्त की ओर अग्रसर हो 


(7) #+/४<५--५६ 
तथा | 478 &॥ |< (॥४--॥॥:--३॥/:--१- ५॥.) श 


तो अद्धंवत्त के चारों ओर समाकल शून्य की ओर प्रवृत्त होगा यदि 7९५ अनन्त की ओर शअग्रसर हो, और 
यदि | 8; [554/:5<7 


अनुभाग 2 


इस अनुभाग में हम संवत कंटर ८४ के चारों ओर लिये गये 5: तल में समाकल पर विचार 
करेंगे । संवृत कंटर -४४४८ 70 से प्रारम्भ होता है और --४४४;/९/ पर अन्त होता है जिसमें 
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0<४/;<7/2 तथा /;/ दी है। कंटूर का बाकी भाग एक वृत्त [७;|--/०; का अंश रूप होता है जो 
7४7१72८ से लेकर -..8४77/; तक काल्पनिक अक्ष के बाई ओर रहता है| /0;/ का चुनाव इस प्रकार हुआ 
रहता है कि वृत्त सदेव सम।कल के पोलों से होकर गुजरता है। सरलता के लिये &% को --&, द्वारा 
प्रतिस्थापित कर देते हैं, जिप्से जब ; दीर्घ हो तो 


६8 ० 
[7(--50) | €॥4, 2 * ०७ऊ [4-+-१8-/-/४४) (£/08 7९ -- ) -- | 9६ | (#-!- 0/.)) 
“6 708 %+ | १ ((/--१:-7४2--४४/-?%) _ -+ ९१, ] (8) 


/ ९ गन । 
जहा 24, तथा (| सदस्य र्७ हे से मुक्त ठ्‌ ओर ८. नह (08 0; तथा १:75 (8 877] 0; हि 
अनुमाग । की ही भाँति आगे बढ़ने पर हमें निम्नांकित फल प्राप्त होते है :- 


का समाकल शून्य होगा जब /९/ अनन्त तक अग्रसर होता है । 


(४) साथ ही, यदि ४--8/5६+ 4५६ तथा [478 &॥ | < (॥--#॥;--३६--/१-- ४५) # तो अ्र॑वत्त के 
इद-गिदं का समाकल शून्य होगा जब /५ अनन्त तक अग्रसर होता है। प्रतिबन्ध यह है कि |&; | :-+#/.>।. 


अनुभाग 3 


समाकल (2) को लेते पर --४०० से लेकर ४००, का केंटूर जब |॥;|5-४९ दी हो 8 
7 नस्ल द्रा 2 तो ( | 4) से हमें ह 


॥ . 60/: १; / 
[॥7(5/) | हक 0. ९ | - --7%;--77; -$ कल -$ ना ० ग्रा- (|; || (]9) 


प्राप्त होगा श्रतः इससे यह अनुगमित होता है कि समाकल «६ का वेश्लेषिक फलन' है, यदि 


[८78 &;;| | ॥7--77;--77:-- 5 ् ठ शा -5) 
तथा 2(ह-+-7फ-- 7) ०4 ११7४-7१ (20) 


इस प्रकार यह देखा जाता है कि परिभाषित समाकल () &; का वैश्लेषिक फलन है, यदि 


[५०४ ४; <_ ( 82 --7फ नए; कल, 5 ना हर कि गा 
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त्या्‌ 


2(॥7--४॥:--१ ३) >> 4 -+-4/:-+-/ +-/;: (24) 


समाकलों का मुल्यांकन 


परिभाषित समाकल (]) का मान £ चरों वाली हाइपरज्यामितीय श्रेणी के रूप में अ्रवशेषों के 
योगफल की भाँति, प्राचलों (४£) पर कुछ प्रतिबन्ध के अन्तर्गत निकाला जा सकता है । 


माना & कि चरों वाले सार्वीकृत फलन के अवयव निम्नांकित प्रतिवन्धों को पूरा करते है : 


( ध 7, 
८; पा०; जरत] 3 20005 %प जिओ] 8 ७४ 02, कक) (22) 
7. 
५, हक ४, 50, “१, --2, <.. (वि 3 रद गिल 92508) (23) 
यदि #४:22:0, तो 
ह. न्॑टँ 550 जलती । --2 स््ा43 ,.,. 77; ध्व्ि बे »«“ध3/5/) (24) 
यदि /-0:4+ 409 | व्य8 2; [< (॥--ै४६;ी7४६०- 4-५॥) 


तथा कंट्र (7.६) दोनों सिरों पर दाहिनी शोर मुड़े हों तो समाकल कंटूरों (72) के दाईं ओर के पोलों 
पर अवशेषों के योगफल के तुल्य होगा । 


इस प्रकार 


6 [7750 | घ ( 7४; ४72) 


का 2 2 





(4 7(०--2०,, ) 


__ ः (६ “| तय 


( / (2.57 लि ॥॥॥ कह 6; >>, [; ) हु 4 (8 न26 ) 
. उच्यभया। 


स्‍ (ई ६. #£ . /६ एव ६ 
| हट गा[त-ब+०६) 7 7(४;-०) 


20 र्ड, । अर तप न शक थे / ४7% के 
ख्तिय, शॉः हा [६ 
[ 8 (6 थे [; )) (4 ( 4५, ) 


हा हैं 0 /// |, 


98 एस० एस० खाडिया, तथा ए० एन० गोयल 


क्‍ [ (६ हज 
72 6 च* 4 79 कल + भर + 50 --<4 ५ 84 (++] )/ित/िटशानशध ० 
हब है ह 8 9 _ 
ि ]--6. न ८ हो हि -२ 9३०३ ३३ ३३ » 4 +- ०; नव |४9(-:४) ४ //777787/8 
75 72 7 
/2# लक ८. तर 4, $ 37 मर ८॥, नव हा +4 32% 090७2 
था १८ 7 
2६४ ९ 
है 8, न- 22, न ही » 04 -- 5 ज- जज अभी -+ 
7 
व “! | ]-+-6, न- 43 मन ली मल 9» “८ 4५, पा ४, शा ना न- 
77 ये 
(५-7 | 4 न 4 नन्ध 4 ५४४४७ ४ न हम न्पः के ४ ता, )/#47,,7 0८07० || । (25) 
2 2 ु हे 
तारों से यह विदित होता है कि ]--4,, ४५, -+५4,॥, --*** ७४-५4, सेंख्याश्रों को 
है है। 
--60--4,, + -*-*: » 4-:4] +०,, | ५» व. -++ ५, 
]--०:-+-4, ५ --*«--- ) -ं. “4, +,,० 2 के 4५, 
है !2 7; ॥; ]; ॥; मा 2 
तथा ]-4,+ं, ५ -«-.- ]--०, +०, , -*--- !:०, +०, अ्रनुक्रम में से क्रमशः छोड देना होगा 
7) ८ /: 77 *( 


उपर्युक्त ”' फलन से निम्नांकित श्रेणी प्रदर्शित होती हैं + 








2 ६ 2 ६ 
(४ (दाना 2४) 5५६ मद ला के 5 
ला के इसी उडी न 7 >िप/ रमन मल ६क थम 2 ( कि ) 2-7॥0+/|.777 7777. 
(77)50 60 4न्त, | (] सा अत ) ण्ट 
हु ( 6 गि <6५ ) ४ हर उच्च शक 7]. 7; 
जी; (26) 


यदि #--//--4१+-4६ तथा [| [5 १६<7, तो हारने की विधि [], 9. 227] का अनुगसन करने से 
अभिसरण-वक़ का समीकरण 


7 
< ([77//77555] 97 
ध्ज्यि 7) ( ) 


यदि #4-0:< 4-49 | %६ २१ (7६ घन हो) तो (25) एक समाकल फलन होगा। (25) से यह स्पष्ट है 
कि £ चरों वाला सार्वक्त फलन कई मानों का (&) का फलन है जिसका प्रशाख बिन्दु (४४)5-0 है । 


४ चरों वाला सार्वीक्ृत फलन ]09 
वश्लेषिक संत्ति 


हमारे द्वारा प्राप्त सार्वक्षेत फल की वेश्लेषिक संतति & चरों वाली हाइपरज्यामितीय श्रेणी के 
रूप में सम्भव नहीं प्रतीत होती । फिर भी इसकी कुछ विशिष्ट दशाओं में वेश्लेषिक संतति & चरों 
वली हाइपरज्यामितीय श्रेणी के रूप में होती है जिसके तर्क हैं 


! ] 2५ है! है 
() (द्् 9 (77) (शा द्र्रा « | (9) । 3 ४99 ४७३ 5००७ “॥ ) इत्यादि | 


ऐसी दशा पर विचार करें जब कंट्र (7) दोनों सिरों पर काल्पनिक अक्ष के बाई ओर 
समाकल्य के पोलों को काटे बिना जुड़े होंगे । 

यदि #--//;:>4--4ऋ तंथा [०४ &/| < (#7:--३४:--//--१/:) # तो समाकल का मान कंट्र (7) 
के वाई ओर के पोलों पर अवबशेषों के यांगफल के बराबर होगा । 


[050 ( 77५, 


6५] ०० कि लीग 60% 7५ गो | 


श्र /) पा ] ] 
मा मनन 
(॥/.)₹7 मी । ॥। 


(री ]--6/--<८, ) 2४ 7(29/--2८ ५ 2 १) 


( 
| हे 


४ (८ हक )22 /(-४८,, + ८ ) 





7 (|| 
या हू 
दि प्‌ 
| /॥(5%, ०००70. 26 ४ ६ 
है का 77, 77; र्ड 


॥६ |] 
(नी) किए कक हार (#-- [)-&-72%, न्‍ा (--)4/क-व्य-त्म 


# 


१ 4 7.  ॥ 
न -- (---] )व+42-772-7:9 
मम 5 सजा का 


० 


ब््ब 


रे #(4 7; ॥ 
! न 6, न ८ 3 ७+७ ५ ० + **००) ] 22 जलन ८; 
॥+ 7; 


7; 


पा ि 
(॥-- ]) --०, “० दहन (#-- )--०/-- श्र 
। 


| 
| रन ।4 ह। प5 ८; 9 '* आऔ६ १5 है ॥ ्ः न कर ०५ 


# ८ 7 पं 6 नव ++ ( 2 8 )) 
7: (अं आ है। ध्‌+( ०777 7४ 
| ्ः तु धटज ८, 9 «ब«न्आु६ 5०३७ कु 2; | ४४ 7+ ॥ ? 
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प्रयुक्त तारे व्यक्त करते हैं कि संख्यायें 


। हि हि 2 है !2 ॥॥ 
तु बन्‍ननकक है? पा _>न्‍न्‍्मा>-क थ्‌ न ( 
गा 6७१ 4] 88 7 अप आल [ ०, ८, 


अग्मे 


अनुक्रम में से क्रमश: छोड दी जानी हैं । 


ज. है ॥ है है है 


॥। 
4 --८२--८ शत व ५ दस री 
फैथए%३ हज निक 7%ार है व पीध्श 7 
] 2 2 2 * 2 
९ +7*5 (० ७ क ++क ाआ अलनकनममःभकक, 
गा है हि | 0 ० [ 2 गम 
(7 | ( [६ 
2 जुआ 2 ] हा 2 2 “८, “८, 
६ / १; 
#(4 77 79 # 4 /) /(4 
--6,-7०,, 3 ««««-: 3 ।--6, “४ 5 $ *«* ] +% “५ 
#/ 4 १ #८4 75 7) 


यदि #-#४--4 4 4६ तथा ०#[5२7/>० ५ तो हारने की विधि [, 9. 227] का प्रयोग करने पर हमें 
2 ] 
डर (१7 7 (29) 
के रूप में अभिसरण वक्र प्राप्त होगा । 
अवकल सकीोकरण 


सार्वीक्ृत फलन द्वारा निम्नांकित आंशिक अवकल समीकररों की तुष्टि होती है : 


2 2८4 |: ' 4 
[(- ])9#-शण०7ए 2६ (४ (<0:-+०४- ]) ॥7 (0९; या । न+-])- :/ (08/+-2<09/:-) 
हक ज्ं हल 


/ 
[7 (0-० )] ७-0... (30) 


च 


हु ५ कं 0 0 
जहाँ ० दारा समीकरण के दाहिनी ओर का और (9, हारा क्रमशः ४ क/4".? 7 तथा % 64, का बोध 
॥ । 
होता है । 


एडेल्यी, ए० । 


मैक्रोबर्ट, टी० एम० । 


20 0 


॥ चेरों वाला सार्वोक्ेत फलन 90] 
निर्देश 


छाहुत6ण वफ्दाइटढतेट्आंओ प्रध्चष४०08, भाग 
जि 2 8 20 
एफ्ाटा078 ० 8 (४0777!65 ए५४४१०.०८४, 5वाँ 


संस्करण, 962. 


भ[]2॥3 ?3#75| 36 ै053॥06॥3॥ ?3३६८+/[(९७ 
४०[. 3, ४०. 4, (0८८09०/, |970, 28225 203 -204 


हाइपर-ज्यामितीय फलनों के गुणनफल के लिए फ्रियर श्रेणी 
| ए० डी० वाधवा 
गरियत विभाग, कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय, कुरुक्षेत्र 


| प्राप्त-दिसम्बर 3, 969 | 
सारांश 


इस टिप्पणी में दो हाइपरज्यामितीय फलनों के गुगनफल के लिए एक फ्रियर श्रेणी प्राप्त की 


गई है। 


। 


395६7" (९६: 


4 ए0फ्यटए उ९ोंटड ई०४ पार छुए0०तेंफटा 04 ॥ए9ए००8००फारफजट घिए्रट॑ ०985, 29 3.). 
३१7 एछ१, 26ए92०007607 ता वदावा05, ड्रिपापडीटाएव पगांएकशाए, िप्ाप:४7८०७-. 


[7 5 706 3 #0फप-6४७ इछट३४ 60% पा 9700प८६ 0६ ६७४० - ॥ए996९78607%९७८ पि7८६४०708 
]95 96९० 070987760., 


. भसिका--इस टिप्पणी में दो हाइपरज्यामितीय फलनों के गुरणानफल के लिए फूरियर श्रेणी 
की स्थापना काम्पे द फेरी फलनों तथा कोज्या फलनों के गुणनफल की श्रेणी के रूप में की गई है । 


उपपत्ति के लिये निम्नांकित सूत्र की आवश्यकता होगी : 


है 6 पं 
2 ही का 
|, ( ०0058 7) (८05 ४) # 5 


ब्रज (॥ न ०) ्््फ [ ० हक 
पा ग्ब्क्त +४+- ३०) ४ | 2 9 हे + ४०3 44: 45 ६, 0. | ( [«] ) 
हा | --४- ई० 2 2% 


9 ८०४१ (४/2) | . 





प हि । 
८ ८052 (॥/2 | ।2 | । 
( / ) 7 (2 52; 








(४(०) >>--, #<€: 0, ?<: (0, 


जो [], 9. 05, (3)] से निकलता है । 


204 ए० डी० वाधवा 


2. फूरियर ओेणी--जिस फूरियर श्रेणी की स्थापना करना है वह है 


(९०४ 9) श्री | ८ ०052 (/2) | न ्फ 


2 (-- ०) “ क ५ तट क३ 60 १ 


20-77. 04 ([--9-- २ 6) [7 -- 99: 0॥; 29 


ै ८००5£ //2 । 








4, | 005 77 


(2*) 
/८(०) >> --, १.69, 20< 60, 0<€[ ऋ 


उपपत्ति : माना कि 


/7(॥) तु ठ्) हरी |; 





4 ८055 (#/2) | | 9 ८0584 (४/2 )| कक (/+ ८०08 ॥४. द 
हि 7.0 
(22) 
समीकरण (2-2) न्‍्यायसंगत है क्योंकि /(४) सतत है और (0, #) अच्तराल में सीमित विचरगायुवत है । 


(2-2) के दोनों श्रोर ८०४ ४४ से गुणा करने तथा 0 से ” के बीच ४ के सापेक्ष सम।कलित करने पर 


थ्र । | ० 2 ध्ः 
| ००8 2 ) 005 वि 
0 ध्द हे 


का 





८ ८05£ (3४) | “०8 9 0084 (//2)| ८४ 


५ कै 
अत ही | 008 ॥४ 2058 ॥६ दे। 
7४०९ “0 


अब (-]) तथा कोज्या फलनों के लाम्बिकता गुगा का उपयोग करने पर 


हर /ए+-«) (--०)/2, --7०४ ८६ 47 
४ ठुब्य क्त कायल * हा अल 05 7 2 | न) 


(2-2) तथा (3-2) से फल (2-) की प्राप्ति होती है । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डॉ० एस० डी० बाजपेयी का उदार पथ-प्रदर्शन के हेत॒ एवं प्रोफेसर एस० डी० चोपड़ा का 
सुवधायें प्रदान करने के हेतु झाभारी है। 


निर्देश 


4, सक्सेना, आर०के० तथा व्यास, आर० सी०। विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 9686, ॥, 
03-]07, 


लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका में वे ही अनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो भ्न्यत्र न तो छपे हों 
और न शआ,आरागे छापे जाये । प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की आशा की जाती है कि इसमें प्रकाशित 


लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वंज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका का होना चाहिए । 


लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे ग्रथवा टाइप किये 
आने चाहिए तथा पंक्तियों के बीच में पाइरव में संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 
अंग्रेजी में भेजे गये लेखों के अनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है। इस अनुवाद के लिये दो 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 
लेखों में साधारणतया यूरोपीय श्क्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा 
सकेगा, जैसे &,76 (7५) अ्रथवा ०9) इत्यादि । रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन अंकों का 
भी प्रयोग हो सकता है । 

ग्राफों श्रौर चित्रों में नागरी लिपि में दिये गये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आ्रादेश दे 
देना अनुचित न होगा । 

प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में और अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश (8००7४) भी आना 
चाहिए । अंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(०४:79०४७) में इनसे सहायता ली जा सके । 

प्रकाशनार्थ चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टिल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिए । इस पर 
अंक और श्रक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए । जितने आकार का चित्र छापना है, उसके दुगने 
आ्राकार के चित्र तंयार हो कर आने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी आर्टिस्ट से तैयार 
कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा। चौथाई मूल्य पर चित्रों 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे । 


लेखों में निर्देश ([२०/८४८7०८८७) लेख के श्रन्त में दिये जायँगे। 

पहले व्यक्तियों के नाम, जनेल' का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (४०]प४८7९८) और 
अन्त में पृष्ठ संख्या। निम्त प्रकार से-- 

फॉवेल, आर० आर० और म्युलर, जे०। जाइट फिजिक० केमि०, !928, 750, 80 ।॥ 


प्रत्येक लेख के 50 पुनर्मुद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मूल्य दिये जायेगे । इनके श्रतिरिक्त यदि और 
प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मुल्य पर मिल सकेगी । 


लेख' “सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ श्रनुसन्धान पत्रिका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पत्ते पर 
ग्राने चाहिए । आलोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये जायँगे । द 


प्रबंध सम्पादक 


प्रधान सम्पादक 
डा० सत्य श्रकार, 

डी० एस-सी० 
प्रबन्ध सम्पादक 


डा० शिवगोपाल मिश्र, 
एम० एस-सी०, डी०फिल ० 





वाषिक मूल्य : 8 रु० या 20 शि० या 3 डालर 
त्रेमासिक मूल्य : 2 रु० या 5 शि० या ! डालर 


मुद्रक : 
के० राय, प्रसाद मुद्ररणालय, 
7 बेली एवेच्यू, प्रयाग 2 
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भअकाशक : क्‍ 
विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग 
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